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Abstrakt:
Tato práce pojednává o problémech běžných stochastických model̊u použ́ıvaných
ve finančńı matematice, které jsou často zp̊usobeny nereálnými předpoklady Bro-
wnova pohybu, a zabývá se jeho sofistikovaněǰśımi alternativami. Aplikaćı frak-
cionálńıho Brownova pohybu odvozujeme modifikaci Black-Scholesova oceňovaćı-
ho vzorce pro smı́̌sený frakcionálńı Brown̊uv pohyb. Aparát Lévyho proces̊u vyu-
ž́ıváme na představeńı subordinovaného stabilńıho procesu Ornstein-Uhlenbecko-
va typu slouž́ıćıho na modelováńı úrokových sazeb. Prezentujeme postupy kalib-
race těchto model̊u spolu se simulačńı studíı metod odhadu Hurstova parametru.
Za účelem ilustrace praktického využit́ı model̊u obsažených v práci využ́ıváme
reálné finančńı data a vlastńı procedury naprogramované v systému Wolfram
Mathematica. Popsaným př́ıstupem se nám podařilo dosáhnout téměř devade-
sátiprocentńıho poklesu hodnoty statistiky Kolmogorovova-Smirnovova testu při
aplikaci subordinovaného stabilńıho procesu Ornstein-Uhlenbeckova typu na his-
torické hodnoty měśıčńı úrokové sazby PRIBOR (Prague Interbank Offered Rate)
ve srovnáńı s klasickým Vaš́ıčkovým modelem.
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Abstract:
This thesis looks into the problems of ordinary stochastic models used in financial
mathematics, which are often influenced by unrealistic assumptions of Brownian
motion. The thesis deals with and suggests more sophisticated alternatives to
Brownian motion models. By applying the fractional Brownian motion we derive
a modification of the Black-Scholes pricing formula for a mixed fractional Bro-
wnian motion. We use Lévy processes to introduce subordinated stable process
of Ornstein-Uhlenbeck type serving for modeling interest rates. We present the
calibration procedures for these models along with a simulation study for estima-
tion of Hurst parameter. To illustrate the practical use of the models introduced
in the paper we have used real financial data and custom procedures program-
med in the system Wolfram Mathematica. We have achieved almost 90% decline
in the value of Kolmogorov-Smirnov statistics by the application of subordinated
stable process of Ornstein-Uhlenbeck type for the historical values of the monthly
PRIBOR (Prague Interbank Offered Rate) rates in comparison to the traditional
Vaš́ıček model.
Keywords: Fractional Brownian motion, Lévy process, Black-Scholes model, Orn-
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Abstrakt:
Táto práca pojednáva o problémoch bežných stochastických modelov použ́ıvaných
vo finančnej matematike, ktoré sú spôsobené často nereálnymi predpokladmi Bro-
wnovho pohybu a zaoberá sa jeho sofistikovaneǰśımi alternat́ıvami. Aplikáciou
frakcionálneho Brownovho pohybu odvodzujeme modifikáciu Black-Scholesovho
oceňovacieho vzorca pre zmiešaný frakcionálny Brownov pohyb. Aparát Lévyho
procesov využ́ıvame na predstavenie subordinovaného stabilného procesu Ornstein-
Uhlenbeckovho typu slúžiaceho na modelovanie úrokových mier. Prezentujeme
postupy kalibrácie týchto modelov spolu so simulačnou štúdiou metód odhadu
Hurstovho parametra. Za účelom ilustrácie praktického využitia modelov obsia-
hnutých v práci využ́ıvame reálne finančné dáta a vlastné procedúry naprog-
ramované v systéme Wolfram Mathematica. Poṕısaným pŕıstupom sa nám po-
darilo dosiahnut’ takmer devät’desiatpercentný pokles hodnoty Kolmogorovovej-
Smirnovovej štatistiky pri aplikácii subordinovaného stabilného procesu Ornstein-
Uhlenbeckovho typu na historické hodnoty mesačnej úrokovej sadzby PRIBOR
(Prague Interbank Offered Rate) v porovnańı s klasickým Vaš́ıčkovým modelom.
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2 Lévyho procesy 28
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2.4 Modelovanie úrokových mier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3 Ilustračné pŕıklady 45
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Táto práca pojednáva o stochastických modeloch použ́ıvaných vo financiách.
V posledných desiatkach rokov sa ich využitie v oceňovańı cenných papierov stalo
vel’mi populárnym a preferovaným v porovnańı s ich deterministickými alter-
nat́ıvami. Základy, na ktorých budeme budovat’, tvoŕı práca Fishera Blacka a My-
rona Scholesa (1973) venovaná oceňovaniu európskych call opcíı, spolu s prácou
Oldřicha Alfonsa Vaš́ıčka (1977) predstavujúcou model na oceňovanie krátkodo-
bých úrokových mier. Oba tieto modely využ́ıvajú Brownov pohyb spolu s jeho
často nereálnymi predpokladmi. Viaceré empirické štúdie (vid’ napŕıklad Lo, 1991)
ukázali, že distribúcie logaritmických výnosov finančných akt́ıv vykazujú nad-
mernú špicatost’, t’ažké chvosty, sebepodobnost’ a dlhodobú závislost’. Ďaľsia vlast-
nost’, ktorou sú finančné dáta výnimočné, je takzvané zhlukovanie volatility, teda
výskyt obdobia s relat́ıvne ńızkou intenzitou zmeny (volatility) cien, ktoré nasle-
duje po obdob́ı s vysokou intenzitou zmeny cien. V tejto práci sa venujeme riešeniu
zmienených problémov pomocou frakcionálneho Brownovho pohybu a Lévyho pro-
cesov.
Štruktúra práce je nasledovná: v prvej kapitole predstav́ıme frakcionálny Bro-
wnov pohyb spolu s jeho základnými vlastnost’ami. Oṕı̌seme tri základné spôsoby
odhadu Hurstovho parametra H, pričom ich efektivitu znázorńıme na malej si-
mulačnej štúdii. Záver prvej kapitoly bude venovaný využitiu frakcionálneho Bro-
wnovho pohybu vo financiách, problémom, ktoré vznikajú jeho aplikáciou a mož-
nostiam ich riešenia. Odvod́ıme tiež modifikáciu Black-Scholesovho oceňovacie-
ho vzorca, ktorá túto nadstavbu Brownovho pohybu využ́ıva. V druhej kapitole
sa budeme venovat’ Lévyho procesom. Po základných defińıciách a vlastnostiach
uvedieme pár najpouž́ıvaneǰśıch pŕıkladov Lévyho procesov. Ďalej sa sústred́ıme
hlavne na stabilné rozdelenia a subordinátory, pomocou ktorých vybudujeme nový
model na oceňovanie úrokových mier. Tretia kapitola je ilustračná. Modely, ktoré
sme navrhli, aplikujeme na reálne finančné dáta.
Text práce predpokladá znalosti teórie pravdepodobnosti, náhodných proce-
sov, štatistiky a základných stochastických modelov, ktoré sa využ́ıvajú vo fi-
nančnej matematike. Všetky procedúry sú naprogramované v Sprievodnom doku-




V úvode sme spomenuli nevýhody stochastických finančných modelov založe-
ných na v praxi často nerealistických predpokladoch Brownovho pohybu. Táto ka-
pitola sa zaoberá jeho zlomkovou nadstavbou: frakcionálny Brownov pohyb (frac-
tional Brownian motion – skrátene fBm) predstavený v práci (Mandelbrot a van
Ness, 1968). Uvedieme základné teoretické pojmy, rôzne spôsoby odhadu Hurs-
tovho koeficientu a nakoniec sa budeme venovat’ jeho aplikácii v stochastických
finančných modeloch.
1.1 Základné defińıcie a vlastnosti fBm
Začneme predstaveńım fBm tak, ako je definovaný v knihe (Mishura, 2008).
Majme pravdepodobnostný priestor (Ω,F ,P).
Defińıcia 1. (Obojstranný, centrovaný) frakcionálny Brownov pohyb s Hurs-
tovým parametrom H ∈ (0,1) je gausovský proces BH =
{
BH(t), t ∈ R
}
na
(Ω,F ,P) s nasledujúcimi vlastnost’ami:
1. BH(0) = 0 skoro určite (skrátene s.u.),








|t|2H +|s|2H −|t− s|2H
)
; t, s ∈ R.









= |t− s|2H .
Proces BH je gausovský a preto má podl’a Kolmogorovej vety spojitú modifikáciu
(Mishura, 2008).
Nakol’ko budeme fBm použ́ıvat’ na modelovanie finančných dát, môžeme sa
obmedzit’ len na R+. Pozmeńıme preto značenie B
H = {BH(t), t ∈ R+}. Uved’me
si základné vlastnosti fBm.
Veta 1. Pre BH(t), t ∈ R+ plat́ı:
1. BH(t)
D
= N (0, t2H),
3
2. BH má stacionárne pŕırastky,
3. Pri vol’be H = 1/2 je BH (jednostranný, centrovaný) Brownov pohyb.














t2H + t2H − 0
)
= t2H , t ∈ R+.





























|t− u|2H +|s− v|2H −|t− v|2H −|s− u|2H
)
. (1.1)
(Slabá) stacionarita plynie priamo z výsledku 1.1.
3. BH je centrovaný spojitý gausovský proces, pričom BH(0) = 0 s.u. pre všetky
H ∈ (0, 1) (defińıcia 1, poznámka 1.1). Pri vol’be parametra H = 1/2 majú
pŕırastky BH združené normálne rozdelenie. Využit́ım výsledku 1.1 vid́ıme, že
pŕırastky sú nekorelované a následne nezávislé. Vzt’ah:
(B
1
2 (t) −B 12 (s)) D= N (0, |t− s|),
plynie z prvých dvoch bodov dôkazu a vlastnost́ı normálneho rozdelenia. Tým je
bod 3. dokázaný.
k
Defińıcia 2 (sebepodobnost’). Hovoŕıme, že náhodný proces X = {X(t), t ∈ R}
je sebepodobný s parametrom b, ak pre každé a > 0 splňuje:
{




abX(t), t ∈ R
}
,
v zmysle konečne-rozmernej distribúcie.
Ak sa pozrieme na obrázok 1.1, môžeme si povšimnút’ fraktálneho charakteru
trajektóríı fBm. Nasledujúca veta nám túto vlastnost’ upresńı.
Veta 2. Frakcionálny Brownov pohyb BH je sebepodobný s parametrom H.





























Obr. 1.1: Trajektórie fBm pre H = 1/4, H = 1/2, H = 3/4 vytvorené pomocou
vstavanej funkcie FractionalBrownianMotion systému Wolfram Mathematica.
Všetky vyššie použité procesy sú centrované a gausovské, preto:
{BH(at), t ∈ R} D= {aHBH(t), t ∈ R}.
k













(v − y)2H−1 − (u− y)2H−1
]
dy =






O výbere parametra H môžeme teda usúdit’ nasledovné:
• Pre H ∈ (0, 1/2) má fBm záporne korelované pŕırastky.
• Pre H = 1/2 sa jedná o Brownov pohyb, ktorý má nezávislé pŕırastky.
• Pre H ∈ (1/2, 1) má fBm kladne korelované pŕırastky.
Simulované trajektórie pre všetky tri pŕıpady sú znázornené na obrázku 1.1.
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Jednen z hlavných dôvodov prečo je fBm využ́ıvaný vo finančných modeloch
je jeho vlastnost’ dlhodobej pamäte (anglicky long-range memory) pre H > 1/2
(Rostek a Schöbel, 2013), presneǰsie dlhodobej závislosti jeho pŕırastkov. Pre
autokovariančnú funkciu γ(k) = cov(Xn,Xn+k) náhodnej postupnosti {Xn}n∈N0
spravidla plat́ı, že pri k → ∞ funkcia γ konverguje k nule. Avšak, pre niektoré
procesy je tento pokles pomaľśı než pre ostatné.
Defińıcia 3. Bud’ {Xn}n∈N0 slabo stacionárna náhodná postupnost’ s autokova-
riančnou funkciou γ(k) = cov(Xn, Xn+k). Hovoŕıme, že táto rada vykazuje:

































(x− y)2H−2dxdy ∼ (2H − 1)Hn2H−2,
pre n → ∞. Preto:












V kontexte finančných modelov sa preto stač́ı obmedzit’ na podmnožinu
H ∈ (1/2, 1), kde X vykazuje dlhodobú pamät’. Niektoré články (Sun, 2013;
Xiao a kol., 2012; Cherdito, 2003) sa dokonca sústred’ujú na H ∈ (3/4, 1).



































Proces 1.3 sa taktiež naźıva frakcionálny Brownov pohyb typu I, pričom exis-
tuje alternat́ıvna defińıcia, ktorú voláme frakcionálny Brownov pohyb typu II.
Nakol’ko nechceme v tejto práci zachádzat’ do h́lbok stochastického kalkulusu,
poskytneme aspoň odkaz na prácu, ktorá podrobne popisuje a porovnáva tieto
dva typy: (Marinucci a Robinson, 1999).
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1.2 Odhad Hurstovho parametra H
V tejto časti predstav́ıme najčasteǰsie použ́ıvané metódy bodového odhadu
Hurstovho parametra H, menovite metódy založené na preškálovanom rozpät́ı
R/S (rescaled adjusted range) a analýze fluktuácie očistenej od trendu (detrended
fluctuation analysis – skrátene DFA). Ak nás zauj́ımajú dodatočné informácie
o odhade, napŕıklad asymptotický konfidenčný interval, môžeme využit’ odhady
založené na periodograme. Spomenieme niektoré modifikácie jednotlivých metód,
pričom sa zmienime o ich silných a slabých stránkach. Diskusia o vhodnosti
ich využitia nás navedie na výber metódy odhadu, ktorú aplikujeme na ilus-
tračný pŕıklad v poslednej kapitole. Pripomeňme si značenie a vzt’ah, v ktorom
sa nachádzajú fBm BH a fGn XH :
XHn = B
H




XHk , n ∈ N, BH0 = 0. (1.5)
Pre jednoduchost’ predpokladajme diskrétny čas n ∈ {0, 1, . . . , N}. Z defińıcie 1






(k + 1)2H − k2H +|k − 1|2H
)
, k > 0.
V nasledujúcich častiach tejto podkapitoly budeme pracovat’ s náhodnou po-
stupnost’ou X = {Xk}nk=1 a postupnost’ou jej čiastočných súm Y = {
∑k
j=1Xj}nk=1.
Nie je komplikované uvedomit’ si paralelu medzi týmito postupnost’ami a XH , BH
definovanými vyššie.
1.2.1 Hurstova R/S analýza
V časti 1.1 sme ukázali, že fGn vykazuje dlhodobú závislost’ pre H ∈ (1/2, 1).
Hurstov parameter H vyjadruje silu tejto závislosti. Pre vyššie hodnoty H je
fBm pravidelneǰśı s menš́ımi výkyvmi, ako si môžeme všimnút’ na obrázku 1.1.
Hurst v (1951) využil ako mierku tejto variabilty rozpätie. Zaved’me si nasledovnú
defińıciu.
Defińıcia 4 (Hurst, 1951). Majme náhodnú postupnost’ X = {Xk}nk=1 a postup-










výberová smerodajná odchýlka, kde Xn = n
−1∑n
j=1Xn je výberový priemer. Pre-

























Je zrejmé, že 0 ≤ Rn/Sn, presneǰsie Sn > 0, max[. . . ] ≥ 0 a min[. . . ] ≤ 0. Za





















































































Môžeme teda povedat’, že čitatel’ Rn je rozpätie čiastočných súm rozdielu
(Xk −Xn) pre k = 1, . . . , n. Uvedomme si, že člen knYn predstavuje interpoláciu
k-tej hodnoty dosiahnutú lineárnou interpoláciou medzi Y0 = 0 a Yn. Čitatel’ Rn
je rozdiel maximálneho a minimálneho vertikálneho vychýlenia postupnosti Y od
tejto priamky. Preto je Rn/Sn naozaj miera variability, či fluktuácie Y normovaná
cez výberovú smerodajnú odchýlku.
Edwin Hurst, ktorý sa v práci (Hurst, 1951) venoval skúmaniu prietokov Ńılu,
zakreslil hodnoty Rn/Sn proti n do log-log grafu (takzvaný pox-plot, vid’ obrázok
1.3). Všimol si, že pre dostatočne vel’ké n sa hodnoty R/S štatistiky stabilizujú
okolo priamky. Mandelbrot v práci (1975) rozv́ıja a následne dokazuje tento em-
pirický vzt’ah. Nasledujúca lema bude uvedená v upravenom tvare, pre jej dôkaz
odkazujeme čitatel’a na (Mandelbrot, 1975).
Lema 3 (Mandelbrot, 1975). Bud’ {Xt}∞t=1 taká stacionárna ergodická postup-




) D−→ σXBH(t) v D[0,1],
kde σ2X = varX1 < ∞ a {Yt}∞t=1 je postupnost’ čiastočných súčtov X. Potom
Zn = n
−HRn/Sn











Poznámka 1.2. Pripomeňme, že proces nazveme ergodickým vzhl’adom k mo-
mentu m, ak výberový moment m̂T z l’ubovolnej realizácie tohto procesu d́lžky T




















































Obr. 1.2: Pox-plot pre odhad parametra H využit́ım R/S analýzy na
prekrývajúcich sa blokov pre simuláciu vel’kosti n = 211 = 2048. Sklon červenej
priamky predstavuje náš odhad Ĥo = 0.7659, sklon zelenej priamky skutočnú
hodnotu H = 0.8.





, z čoho plynie
súvislost’ lemy 3 a R/S analýzy. Ak berieme proces X z lemy 3 gausovský s vlast-
nost’ou dlhodobej závislosti, potom je BH(·) nám dobre známy fBm BH . Z lemy
3 dostávame Zn
D−→ Z (Z je nezávislé od n), pričom plat́ı:
log(Rn/Sn) = EZn + H log(n) + (log(Zn) − EZn).
To nám umožňuje odhadnút’ parameter H pomocou lineárnej regresie aplikovanej
na dáta z pox-plotu. Budeme brat’ do úvahy dve varianty R/S analýzy, založené
na vol’be typu blokov.
1. Odhad Ĥo na základe prekrývajúcich sa blokov (tento pŕıstup je ilustrovaný
na obrázku 1.2 pre n = 211 = 2048 a H = 0.8): vyberme z postupnosti X
podpostupnost’ {Xnm}Mm=1, ktorú nazveme postupnost’ počiatočných bodov a
rozdel’me takto X na M čast́ı. Následne aplikujeme R/S analýzu z defińıcie 4
na bloky dát Xnm, Xnm+1, . . . , Xnm+s−1 vel’kosti s, pričom nm + s− 1 ≤ n
pre všetky m. Je zrejmé, že sa tieto bloky môžu prekrývat’. Zložky novej




































Povšimnime si súvislosti medzi úlohami, ktoré zohrávajú Y0 = 0 v Rn/Sn
a Ynm−1 v R/S(nm,s). Pre výpočet odhadu Ĥo aplikujeme lineárnu regresiu
na pox-plot [log(s), log(R/S(nm,s))]m=1, ..., M ; s∈S , pričom vol’ba podpostup-
nosti {Xnm}Mm=1 a vhodného rozhrania S bude špecifikovaná neskôr.
2. Odhad Ĥd na základe neprekrývajúcich sa blokov(tento pŕıstup je ilustro-
vaný na obrázku 1.3 pre n = 211 = 2048 a H = 0.8): postupuje sa ako
v bode 1, len pri vol’be vel’kosti blokov zmeńıme reštrikciu indexov na
nm + s− 1 ≤ nm+1.
Poznámka 1.3. V literatúre sa môžeme často stretnút’ s ešte jedným druhom
R/S analýzy (Ĥa), ktorá je založená na spriemerovaných hodnotách R/S (Peters,
1994).
Obr. 1.3: Pox-plot pre odhad parametra H využit́ım R/S analýzy na ne-
prekrývajúcich sa blokov pre simuláciu vel’kosti n = 211 = 2048. Sklon červenej
priamky predstavuje náš odhad Ĥd = 0.767, sklon zelenej priamky skutočnú hod-
notu H = 0.8.
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Poznámka 1.4. V (Mielniczuk a Wojdy l lo, 2007) bol taktiež predstavený R/S
odhad upravený o vychýlenie (po anglicky bias-corrected R/S estimator). Mo-
tiváciou na jeho zavedenie bolo približne lineárne chovanie vychýlenia (bias) Ĥd
(vid’ obrázok 1.7). Tento odhad dosahoval v štúdii najmenšie hodnoty RMSE pre
skoro všetky hodnoty H . Je ale asymptoticky vychýlený pre niektoré hodnoty H .
Poznámka 1.5. Z lemy 3 vieme, že odhad Sn
P−→ σX pre n → ∞. Pri práci s BH
a XH s jednotkovým rozptylom odhadujeme nám už známu hodnotu. Môžeme
preto vo vyššie spomenutých metódach položit’ Sn = 1 a poč́ıtat’ iba hodnoty Rn.
1.2.2 DFA odhad Hurstovho parametra
R/S analýza využ́ıva rozdiel maximálneho a minimálneho vertikálneho vy-
chýlenia postupnosti Y od spojnice bodov Y0 = 0 a Yn normované cez výberovú
smerodajnú odchýlku. DFA metóda, ktorá bola prvýkrát predstavená v (Peng
a kol., 1994) pri skúmańı séríı DNA nukleotidov, využ́ıva inú mieru variability –
štvorcovú fluktáciu procesu Y okolo jeho trendu, teda reziduálny súčet štvorcov.
Defińıcia 5. Majme náhodnú postupnost’ X = {Xk}nk=1 a postupnost’ jej čiastoč-



















Yi − β̂0,n − iβ̂1,n
)2
,
kde je Ŷi,n = β̂0,n + iβ̂1,n regresná priamka preložená bodmi {k, Yk}nk=1.
Taqqu v práci (1995) ukázal, že hodnoty z defińıcie 5 dodržujú asymptotický
vzt’ah ESSne ∼ Cn2H pre nejakú konštantu C a fBm s Hurstovým parametrom
H . Z tohto vzt’ahu sa nám ponúka nasledujúci postup odhadu parametra H :
Náhodnú postupnost’ X rozdeĺıme na n/s neprekrývajúcich sa blokov vel’kosti s
(hodnoty s voĺıme tak, aby n/s ∈ N). Pre každý blok i = 1, . . . , n/s vel’kosti








Toto opakujeme pre dostatočne mnoho hodnôt s. Podobne ako pri pox-plote,
prelož́ıme bodmi [log(s), log(DFAs)] regresnú priamku, ktorej sklon bude pred-
stavovat’ náš odhad Ĥdfa. Táto metóda je ilustrovaná na obrázku 1.4.
Poznámka 1.6. Weron v (2001) predstavil modifikáciu DFA, ktorá spoč́ıva v zá-








Obe metódy dosahujú porovnatel’né výsledky s nepatrnou výhodou pre DFA∗s pri
vyšš́ıch hodnotách H. Heuristické odôvodenie korektnosti tohto odhadu je možné
nájst’ napŕıklad v práci (Mielniczuk a Wojdy l lo, 2007, str. 10).
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Obr. 1.4: DFA metóda odhadu parametra H pre simuláciu vel’kosti n = 211 =
2048. Sklon červenej priamky predstavuje náš odhad Ĥdfa = 0.792, sklon zelenej
priamky skutočnú hodnotu H = 0.8.
Poznámka 1.7. Pri oboch variáciách DFA metódy je možné zamenit’
Ŷi,n = β̂0,n + iβ̂1,n za odhad polynómom vyššieho rádu. V literatúre sa však
využ́ıva prevažne rád prvý a druhý, pretože vyššie rády nepridávajú žiadnu sig-
nifikantnú informáciu (Vandewalle a kol., 1997).
1.2.3 Odhad Hurstovho parametra založený na periodo-
grame
Ak nás zauj́ıma dodatočná informácia o odhade, ako napŕıklad asymptotický
konfidenčný interval, využijeme odhady H založené na periodograme. Tieto od-
hady sú založené na periodograme náhodného výberu a spektrálnej hustote pro-
cesu (v našom pŕıpade X ), od ktorých chceme aby minimalizovali danú funkciu
dobrej zhody (po anglicky goodness-of-fit function). Sústred́ıme sa na odhad ma-
ximálnej vierohodnosti (anglicky maximum likelihood estimate – MLE) založenom
na Whittleovej aproximácii MLE pre gausovské procesy tak, ako bol prezentovaný








, λ ∈ [−π, π].
Je pochopitel’né, že na rozdiel od prvých dvoch metód nepoužijeme vlast-
nost’ dlhodobej závislosti, ale vlastnost’ sebapodobnosti, ktorú má fBm a teda
následne aj fGn. Majme sebepodobný gausovský proces X = {Xk}nk=1. Bud’
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f(λ; θ) = σ2ǫ f(λ; (1, η)) spektrálna hustota X, kde
θ = (θ1, . . . , θl) = (σ
2
ǫ , η) = (σ
2
ǫ , H, θ3, . . . , θl),
je vektor parametrov. H je parameter sebepodobnosti. Za parameter škály be-
rieme rozptyl σ2ǫ inovácie ǫ v autoregresnej reprezentácii Xk =
∑∞
i=1 αiXk−i + ǫk,









dλ = 0 (1.9)
(Beran, 1994). Parametre θj , j = 3, . . . , l sú parametre krátkodobej závislosti
postupnosti, ktorými sa nemuśıme v pŕıpade frakcionálneho Brownovho pohybu





sin(πH)Γ(2H + 1)(1 − cos(λ))
∞∑
j=−∞
|2πj + λ|−2H−1 ,
kde λ ∈ [−π, π]. Ak H ∈ (1/2, 1), má spektrálna hustota fH(λ) pól c|λ|1−2H
v okoĺı počiatku (c je kladná konštanta). Pre η = (H) periodogram (budeme sa







Obr. 1.5: Odhad parametra H simulovaného fBm d́lžky n = 211 = 2048 pomo-
cou periodogramu. Červenená čiara predstavuje odhad Ĥw = 0.792 s 95%-ným
asymptotický konfidenčným intervalom vyznačeným prerušovanými čiarami, ver-
tikálna zelená čiara označuje skutočnú hodnotu H = 0.8.
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Použit́ım novo dosiahnutého odhadu Ĥw odhadneme σ
2
ǫ pomocou






Pre odhad vektora parametrov θ̂ = (σ̂2ǫ , η̂) = (σ̂
2
ǫ , Ĥ) plat́ı centrálna limitná
veta s rovnakou asymptotickou kovariančnou maticou V ako má MLE (Beran,
1984). To znamená:
√
n(θ̂ − θ) D−→ N (0, V ) pre n → ∞, (1.12)

















pričom i, j= 1, . . . , l. Dahlhaus v (1989) ukázal, že postupnost’ mat́ıc Fisherovej
informácie konverguje pre n → ∞ ku 1
2
D = V −1, takže θ̂ je asymptoticky
eficientný MLE odhad.
1.2.4 Simulácia a porovnanie metód odhadu parametra H
V tejto časti porovnáme všetky nami spomenuté metódy pre odhad Hurs-
tovho parametra H . Oṕı̌seme použité postupy pri ich aplikácii, pričom odkazu-
jeme čitatel’a na sprievodný dokument naṕısaný v systéme Wolfram Mathematica,
kde sú naprogramované aj s upresňujúcimi komentármi. Je v ňom možné taktiež
nájst’ dodatočné grafické znázornenie charakterist́ık jednotlivých typov odhadu.
Všetky algoritmy v sprievodnom dokumente boli optimalizované v zmysle mi-
nimalizácie času potrebného na odhad Hurstovho parametra H pre unikátnu
simuláciu.
Začneme opisom jednotlivých postupov odhadu. Berme v úvahu postupnosti
d́lžky n = 2N , pričom N ∈ [9, . . . , 15]. Ďalej v texte použ́ıvame N = log2 n. Rady
tejto d́lžky sa budú l’ahko a intuit́ıvne rozdel’ovat’ na neprekrývajúce sa bloky. Po-
mocou implementovanej funkcie FractionalBrownianMotionProcess systému Wolf-
ram Mathematica sme nasimulovali 500 rôznych trajektóríı fBm d́lžky
n = 211 = 2048 pre Hurstove parametre H = {0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9}. Hodnoty
fGn sme obdržali využit́ım vzt’ahu 1.4.
Ako sme spomenuli v 1.2.1, pri aplikácii Hurstovej R/S analýzy je potrebné
vhodne zvolit’ postupnost’ počiatočných bodov {Xnm}Mm=1 a rozhranie S. Hlbšie sa
touto problematikou zaoberá Beran v (1994, str. 84).
• Pri odhade Ĥo stanov́ıme nm = 30 ∗ 2N−9(m − 1) + 1, m = 1, . . . , 14,
pričom analyzované bloky budú d́lžky s = 10, 20, 30, . . . , 100 ∗ 2N−9.
• Pri odhade Ĥd postupujeme nasledovne: pre každé s = 21, 22, . . . , 2N
rozdeĺıme X na n/s neprekrývajúcich sa blokov d́lžky s. Tým dostaneme
N rôznych postupnost́ı počiatočných bodov s rovnakým parametrom s. In-
tuit́ıvne vieme povedat’, že pre pŕılǐs malé s nemôžeme použit’ asymptotiku
Zs
D−→ Z z lemy 3. Na druhej strane, pre pŕılǐs vel’ké s nie sú extrémne
hodnoty dostatočne spriemerované. Ako môžeme vidiet’ na obrázku 1.3,
s rastúcim s klesá počet pŕıslušných hodnôt R/S(nm,s). Vol’ba nadmerne
vel’kého s preto môže konečný odhad parametra H vychýlit’ (Peters, 1994).
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Najmenšia hodnota s braná pri tejto analýze v úvahu sa v literatúre nazýva
minimálna oktáva. Odvoláme sa na štúdiu (Mielniczuk a Wojdy l lo, 2007),
kde je pri použ́ıvańı odhadu Ĥd na základe rozumných výsledných hodnôt
RMSE navrhnuté využitie minimálnej oktávy rovnej 23 = 8. Ako hornú
hranicu zvoĺıme 29 = 2N−2.
Ďalej postupujeme pre oba typy odhadov rovnako. Použijeme R/S analýzu, pres-
neǰsie vzorec 1.8, na jednotlivé bloky dát. Výsledné hodnoty zakresĺıme do pox-
plotu. Aplikáciou lineárnej regresie dostaneme nami požadované odhady Ĥo a Ĥd.
Metóda DFA opät’ rozdel’uje náhodnú postupnost’ na neprekrývajúce sa bloky.
Využijeme preto výhodu, ktorú nám vol’ba d́lžky časovej rady n = 2N prináša.
Tak ako pri Ĥd, aj tu treba určit’ minimálnu oktávu a maximálnu nami využitú
hodnotu s. Je zrejmé, že najmenšia vel’kost’ bloku, ktorú môžeme brat’ do úvahy
je 22, pretože SSse = 0 pre s = 2
1. Z empirických štúdíı sa zdá, že RMSE je
rastúcou funkciou minimálnej oktávy a teda voĺıme minimálnu oktávu rovnú
22 = 4 (Mielniczuk a Wojdy l lo, 2007). Hornú hranicu sme opät’ vybrali rovnú 2N−2
z rovnakých dôvodov ako v pŕıpade Ĥd. Pre každú simuláciu teda vypoč́ıtame
hodnoty DFAs, s = 2
2, . . . , 29, ktoré následne zakresĺıme do log-log grafu.
Aplikáciou lineárnej regresie dostaneme požadovaný odhad Ĥdfa.
Pri využit́ı periodogramu sme sa nechali inšpirovat’ procedúrou v knihe (Be-
ran, 1994, str. 218-233). Tá použ́ıva diskretizáciu Whittleovho odhadu predsta-
venú v (Graf, 1983). Zmena spoč́ıva v zámene integrálu v 1.10 Riemannovou



















Na to aby sme obdržali odhad Ĥw stač́ı aplikovat’ výraz 1.14 na dostatočne
jemnú siet’ H hodnôt parametra H . Voĺıme rozhranie H ∈ (0.46, 0.998) s krokmi







∗ čas je uvedený bez počiatočných pomocných výpočtov trvajúcich ∼ 110.31s.
Tabul’ka 1.1: Porovnanie času potrebného na výpočet v systéme Wolfram Mathe-
matica 10.2 a presnost’ odhadov Hurstovho parametra H pre všetky spomenuté
metódy aplikované na simuláciu fBm s H = 0.8 a d́lžky n = 2048. Použitý
poč́ıtač použ́ıva operačný systém Microsoft Windows 7, Intel Core i3 CPU M
330 @ 2.13Ghz s 4GB RAM.
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Vypoč́ıtame hodnoty spektrálnej hustoty fGn pre Fourierove frekvencie, ktoré
však treba na základe podmienky 1.9 d’alej upravit’. Minimalizáciou 1.15 pomo-
cou upravených hodnôt spektrálnej hustoty a periodogramu skúmanej náhodnej
postupnosti vo Fourierových frekvenciách dostaneme požadovaný odhad Ĥw. Be-
ran v (1994, str. 112) ukazuje, že D1j = Dj1 = 0, j 6= 1 (vid’ 1.13), z čoho vyplýva
že odhad σ̂2ǫ je asymptoticky nezávislý od odhadov θ̂j ∈ η̂. Hranice obojstranného
asymptotického (1 − α) × 100-percentného konfidenčného intervalu pre Hurstov









kde V22 je druhý diagonálny prvok kovariančnej matice V z 1.13 a F
−1 kvantilová
funkcia normovaného normálneho rozdelenia. Všimnime si, že D je diagonálna 2x2
matica. Na obdržanie asymptotického konfidenčného intervalu teda potrebujeme
iba hodnotu D22. Využijeme Riemanovu sumu a numerickú diferenciu prvého
rádu pre δ = 10−5.
Poznámka 1.8. Ak by nás zauj́ımal odhad σ̂2ǫ , aplikujeme Riemanovu sumu cez









V tabul’ke 1.1 sú uvedené časy potrebné na výpočet odhadu pre jednotlivé
metódy. Obsahuje taktiež odhady pre ilustračné pŕıklady z predchádzajúcich čast́ı
sekcie (1.3, 1.4, 1.5). Na základe údajov v tabul’ke by sme mohli predpokladat’,
že s presneǰśım odhadom sa nám zvyšuje čas potrebný na výpočet (výnimkou je
Ĥo).
Presnost’ odhadov budeme posudzovat’ na základe odmocninovej strednej štvor-










kde Sim predstavuje počet nasimulovaných trajektóríı fBm s Hurstovým paramet-
rom H a d́lžky n = 211 = 2048, na ktoré sme danú metódu aplikovali. V našom
pŕıpade plat́ı Sim = 500.
Ak sa pozrieme na obrázok 1.6 vid́ıme, že periodogram vracia najmenšie hod-
noty RMSE pri aplikácii na nami simulované dáta. Čo viac, hodnota jeho RMSE
pre nami použité n a Sim sa s rastúcim H meńı iba minimálne (menej ako
9%). Taktiež nám umožňuje dopoč́ıtat’ asymptotický konfidenčný interval odhadu.
Jeho slabá stránka spoč́ıva v správnej vol’be parametrického modelu. Uvažujme
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Obr. 1.6: RMSE všetkých spomenutých metód odhadu Hurstovho parametra H
Sim = 500 trajektóríı frakcionálneho Brownovho pohybu d́lžky n = 2048.
nasledovnú situáciu: bud’ fGn nami použitý parametrický model, ktorý však apli-
kujeme na FARIMA(p,d,q) (iný náhodný proces známy svojou sebepodobnost’ou
a dlhodobou závislost’ou). V pŕıpade že je nami predpokladaný parametrický mo-
del nesprávny, presnost’ odhadu klesá spolu s H (Mielniczuk a Wojdy l lo, 2007).
Ďaľsie problémy periodogramu spomenuté v literatúre sú:
• Odchýlky od predpokladaného parametrického modelu na vyšš́ıch frekvenci-
ách vedú k vychýleniu odhadu H . Riešenie: odhadnút’ H iba na základe
hodnôt periodogramu na nižš́ıch frekvenciách. Ak pracujeme s dostatočne
vel’kou vzorkou dát Xn, môžeme agregovat’ dáta cez neprekrývajúce sa
bloky rôznych vel’kost́ı s, č́ım dostaneme rôzne postupnosti X
(s)
n , z ktorých
následne odhadneme Ĥ
(s)
w (Willinger a kol., 1995).
• Nesplnenie podmienky gausovskosti. Riešenie: pri použit́ı transformácie dát
(napŕıklad log-transformácie) je potrebné následne dokázat’, že odhad H je
totožný pre originálnu a transformovanú vzorku dát.
Podobne ako pri periodograme, aj pre metódu DFA sa (pri nami použitých
hodnotách n a Sim) RMSE meńı iba minimálne s rastúcim H (menej ako 9%). Sa-
motné hodnoty RMSE však dosahujú dvojnásobné hodnoty oproti periodogamu.
Pre H okolo hodnoty 0.8 sú dokonca vyššie než pri využit́ı R/S analýzy založenej
na neprekrývajúcich blokoch.
Ak sa pozrieme na obrázok 1.7 vid́ıme, že R/S analýza založená na nepre-
krývajúcich sa blokoch vykazuje systematickú chybu, ktorá klesá takmer lineárne
s rastúcim H (pri nami použitom n = 2048, Sim = 500). Tento fakt navádza na
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Obr. 1.7: Box-ploty odchýlok odhadov R/S analýzy založenej na neprekrývajúcich
sa blokoch pri r = 2048, Sim = 500 pre hodnoty Hurstovho prarametra rovné
H = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9.
odhad založený na Ĥd očistený o túto systematickú chybu (vid’ poznámka 1.4).
Taktiež, Ĥd nie je považovaný za odhad v striktnom slova zmysle, nakol’ko zahŕňa
vol’bu neznámej optimálnej minimálnej oktávy (Mielniczuk a Wojdy l lo, 2007).
Metóda odhadu, ktorú využijeme v ilustračnom pŕıklade, je DFA. Dôvod pre
to je, že po periodograme dáva druhé najlepšie konzistentné výsledky v zmysle
RMSE. Preferujeme ju pred periodogramom z dôvodu výskytu vychýlenia pri
zlom predpoklade modelu.
Poznámka 1.9. Na základe výsledkov našej simulačnej štúdie by sme radi upo-
zornili na možnú chybu v práci (Mielniczuk a Wojdy l lo, 2007). Domnievame sa,
že v nej boli zamenené výsledky odhadu Ĥo (v spomenutej práci označený ako
Ĥo−p) s výsledkami odhadu z poznámky 1.3 (v spomenutej práci označený ako
Ĥo−a), čo zapŕıčinilo mylné závery o týchto dvoch metódach.
1.3 Frakcionálny Brownov pohyb vo financiách
Hlavná podmienka aplikovatel’nosti l’ubovol’ného finančného modelu je ne-
existencia arbitráže. Vieme, že ak je cena podkladového akt́ıva modelovaná po-
mocou semimartingálu, neexistuje arbitráž. Môžeme preto povedat’, že hlavným
kameňom úrazu aplikácie fBm vo financiách je fakt, že BH nie je semimartingál
pre H 6= 1
2
.
Rogers v (1997) odvodil arbitrážne pŕıležitosti vo frakcionálnom Bachelie-
rovom modeli, č́ım došiel k záveru že fBm nie je vhodný na využitie vo fi-
18
nančných modeloch. Nakol’ko však boli jeho výsledky limitované na lineárny
pŕıpad bez driftu, mnoho autorov sa nad’alej venovalo možnostiam využitia fBm.
O rok neskôr, Shiryayev v (1998) odvodil explicitnú arbitrážnu stratégiu vo frak-
cionálnom trhu definovanom pomocou 1.16 a 1.17 na základe integrácie po častiach
(anglicky pathwise integrals). Proces {P (t), t ∈ R+} predstavuje cenu za jednotku
bezrizikového akt́ıva, {S(t), t ∈ R+} cenu za jednotku rizikového akt́ıva.
dP (t) = rP (t)dt, (1.16)
dS(t) = µS(t)dt + σS(t)dBH(t). (1.17)
V literatúre sa môžeme stretnút’ s množstvom dôkazov že BH nie je semimartingál.
Použijeme modifikáciu postupu predstaveného v práci (Rogers, 1997) a ukážeme,
že BH nie je semimartingál pre H ∈ (0, 1)\{1/2} využit́ım p-variácie náhodného
procesu.
Defińıcia 6 (filtrácia). Bud’ (Ω,F ,P) pravdepodobnostný priestor. Filtráciou roz-
umieme systém {Ft}t∈R+ σ-algebier splňujúcich
1. pre všetky t ∈ R+ plat́ı Ft ⊂ F ,
2. pre všetky t > s plat́ı Fs ⊂ Ft.
Poznámka 1.10. Množinu všetkých spojitých lokálnych martingálov označ́ıme
M Cloc.
Defińıcia 7. Semimartingál definujeme ako náhodný proces {X(t), t ∈ [0, T ]},
ktorý má reprezentáciu
X(t) = X(0) + M(t) + V (t), t ∈ [0, T ],
kde X(0) je F0-meratelná náhodná veličina, {M(t), t ∈ [0, T ]} ∈ M Cloc,
{V (t), t ∈ [0, T ]} je spojitý adaptovaný proces, ktorého trajektórie majú P-s.u.
konečnú variáciu, pričom M(0) = V (0) = 0.
Defińıcia 8 (p-variácia). Bud’ {X(t), t ∈ [0, T ]} náhodný proces. Uvažujme






P-variáciou náhodného procesu X na intervale [0, T ] nazveme
Vp(X, [0, T ]) := sup
π
Sp(X, π).
Index p-variácie náhodného procesu X je definovaný ako
I(X, [0, T ]) := inf{p > 0; Vp(X, [0, T ]) < ∞}.
Veta 4. Pre všetky T ∈ R+ plat́ı:
I
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Aplikáciou vety 2 dostávame {Yn,p}n∈N D= {Ỹn,p}n∈N. Podl’a ergodickej vety (vid’


























0, ak je pH > 1,
∞, ak je pH < 1,
pre n → ∞, čo dokazuje vetu 4.
k
Ked’že pre každý semimartingál plat́ı I(X, [0,T ]) ∈ [0, 1] ∪ {2} (Dudley a
Norvaisa, 1998), fBm nie je semimartingál pokial’ H 6= 1/2.
Poznámka 1.11. Na definovanie stochastického integrálu pre BH nemôžme využit’
Itôv stochastický kalkulus. Odkazujeme preto čitatel’a napŕıklad na práce (Mis-
hura, 2008; Biagini a kol., 2008), kde sú uvedené alternat́ıvne spôsoby jeho zavede-
nia. Medzi inými Wickov-Itôv-Skorohodov integrál, Wienerov integrál, integrácia
po častiach a iné.
1.3.1 Riešenie výskytu arbitráže
Ak chceme pracovat’ s modelmi založenými na fBm, muśıme sa najprv zbavit’
arbitrážnych pŕıležitost́ı. Predstav́ıme dva pŕıstupy, ktoré sú v posledných rokoch
najpreferovaneǰsie, pričom sa sústred́ıme na druhý z nich:
1. reštrikcie na mikroštruktúrne podklady trhu pre fBm,
2. práca so zmiešaným frakcionálnym Brownovým pohybom,
V práci (Bayraktar a kol., 2006) bol predstavený náhodný proces
{Xa(t), t ∈ R+}, ktorý predstavuje správanie investora a. Pre všetky časy kedy
je rovný nule, investor a je v neakt́ıvnom stave. Tento pŕıstup je založený na
predpoklade, že po každej transakcii existuje pravdepodobnost’, že investor bude
v nasledujúcom časovom úseku neakt́ıvny. Dôvod pre túto nečinnost’ môže byt’
zámerný (rozhodnutie investora), alebo zapŕıčinený technickými obmedzeniami.
Cheridito v (2003) dokázal, že ak investor nie je schopný vykonávat’ transak-
cie v nekonečne malých intervaloch, trh sa stane bezarbitrážnym, avšak na úkor
dynamickej úplnosti trhu.
Ďalej zavedieme pojem zmiešaný frakcionálny Brownov pohyb (anglicky mixed
fractional Brownian motion). Pozrieme sa na jeho základné vlastnosti a využitie
vo financiách.
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Defińıcia 9 (Cheridito, 2001). Náhodný proces X = {X(t), t ∈ [0, T ]} nazveme














obmedzená v L0, pričom {FXt }t∈R+ je filtrácia generovaná procesom X.
Defińıcia 10. Zmiešaný frakcionálny Brownov pohyb (skrátene mfBm) MH, α, β
na (Ω, F , P) pre t ∈ R+ s parametrami α, β ∈ R a H definujeme ako lineárnu
kombináciu Brownovho pohybu a fBm
MH,α, β =
{
αB(t) + βBH(t), t ∈ R+
}
,
kde B je Brownov pohyb nezávislý od BH a (α, β) 6= (0, 0).
V literatúre sa môžeme stretnút’ s pozmenenými defińıciami mfBm, ktoré sa
zpravidla ĺı̌sia v parametrizácii α a β. My sa sústred́ıme na obmedzený tvar
mfBm, presneǰsie (α, β) = (1, 1), ktorý označ́ıme MH . Trajektória mfBm pre
parameter H = 0.85 je znázornená na obrázku 2.3. Cheridito v (2001) ukazuje,
že BH nie je ani slabý semimartingál pre H ∈ (0,1) \ {1/2}, čo ho viedlo ku
skúmaniu vlastnost́ı MH a následne k vete uvedenej nižšie.
Defińıcia 11 (ekvivalencia náhodných procesov). Bud’ (C[0, 1], B) priestor spo-
jitých funkcíı so σ-algebrou generovanou cylindrickými množinami. Ak
{X(t), t ∈ [0, T ]} je s.u. spojitý náhodný proces, označ́ıme PX mieru induko-
vanú procesom X na (C[0, 1], B). Povieme, že s.u. spojité náhodné procesy X a Y
sú ekvivalentné, ak PX ∼ PY .
Veta 5 (Cheridito, 2001, str. 4). mfBm MH = {MH(t), t ∈ [0, 1]} nie je slabý se-
mimartingál pre H ∈ (0, 1/2)∪(1/2, 3/4], je ekvivalentný
√
2 násobku Brownovho
pohybu pre H = 1/2 a ekvivalentný Brownovmu pohybu pre H ∈ (3/4, 1).
Dôkaz. Dôkazu tejto vety je dedikovaná skoro celá práca (Cheridito, 2001).
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Dôsledok. V modeli, kde je cena podkladového akt́ıva modelovaná pomocou MH ,
H ∈ (3/4, 1) neexistuje arbitráž.
Pre úplnost’ si uvedieme základné vlastnosti mfBm s tvarom z defińıcie 11.
Veta 6 (Zili, 2006). Pre MH,α, β plat́ı:
1. MH, α, β je centrovaný gausovský proces, ktorý nie Markovovský pre
H ∈ (0, 1) \ {1/2},
2. MH, α, β(0) = 0 P-s.u.,
3. kovariančná funkcia MH,α, β(t) a MH, α, β(s), s, t ∈ R+ je daná predpisom








4. pŕırastky MH,α, β sú stacionárne a zmiešane sebepodobné s parametrom H





5. pŕırastky MH,α, β sú záporne korelované pre H ∈ (0, 1/2), nekorelované pre
H = 1/2 a kladne korelované pre H ∈ (1/2, 1),
6. pre H ∈ (1/2, 1) majú pŕırastky MH,α, β dlhodobú závislost’.
Dôkaz. Vid’ (Zili, 2006).
k
V nasledujúcej časti odvod́ıme modifikáciu Black-Scholesovho vzoreca na oce-
nenie európskych opcíı pre zmiešaný frakcionálny trh. Inšpirovali sme sa prácou
(Sun, 2013), kde sa autori venujú oceňovaniu menových európskych opcíı. Ob-
medźıme sa preto na H ∈ (3/4, 1), kde je mfBm ekvivalentný Brownovmu pohybu.
1.3.2 Black-Scholesov oceňovaćı vzorec pre mfBm
Až do konca tejto sekcie budeme využ́ıvat’ frakcionálnu podmienenú strednú
hodnotu (anglicky quasi-conditional expectation). Na jej celistvé zavedenie sú po-
trebné znalosti stochastického kalkulusu pre fBm, na ktorých uvedenie nemáme
v tejto práci priestor. Odkazujeme preto čitatel’a napŕıklad na prácu (Biagini
a kol., 2008, str. 84), kde si môže tieto znalosti doplnit’. Nasledujúce lemy využije-
me na dôkaz tvaru konečného oceňovacieho vzorca európskych opcíı v zmiešanom
frakcionálnom Black-Scholesovom trhu.
Lema 7 (Sun, 2013). Bud’ Ẽt frakcionálna podmienená stredná hodnota vzhl’adom
ku rizikovo neutrálnej miere. Ďalej bud’ f funkcia, pre ktorú plat́ı
Ẽt[f(σB(T ) + σB
H(T ))] < ∞. Potom pre každé 0 < t ≤ T a σ ∈ Q plat́ı






2πσ2(T − t + T 2H − t2H)
exp
{
− (x− σB(t) − σB
H(t))2
2σ2(T − t + T 2H − t2H)
}
f(x)dx.
Dôkaz. Vid’ (Sun, 2013, str. 11).
k
Zvol’me l’ubovolné θ, ω ∈ R. Uvažujme proces Z∗ = {Z∗(t), t ∈ [0, T ]}, kde




= θB(t) + θ2t+ ωBH(t) +ω2t2H . Z Girsanovej vety
dostávame, že existuje taká miera P∗, že Z∗ je mfBm (Sun, 2013). Označ́ıme Ẽ∗t
frakcionálnu podmienenú strednú hodnotu vzhl’adom ku miere P∗.



















Bud’ f funkcia, pre ktorú plat́ı Ẽt[f(θB(T ) + ωB
H(T ))] < ∞. Potom pre každé
0 < t ≤ T plat́ı:






f(θB(T ) + ωBH(T ))X(T )
]
.
Dôkaz. Vid’ (Sun, 2013, str. 12).
k
Tvrdenie 9 (Sun, 2013). Bud’ F ∈ L2 obmedzený, FHT -meratel’ný nárok. Pre
každý okamžik t ∈ [0, T ] vieme vyjadrit’ jeho spravodlivú cenu pomocou
F (t) = e−r(T−t)Ẽt [F ] ,
kde r predstavuje konštantnú bezrizikovú úrokovú mieru.
Dôkaz. Vid’ (Sun, 2013, str. 13).
k
Predpokladáme zmiešaný frakcionálny Black-Scholesov trh založený na bez-
rizikovom akt́ıve {P (t), t ∈ R+} s konštantnou bezrizikovou úrokovou mierou r
a rizikovom akt́ıve {S(t), t ∈ R+}, ktorý sa riadi geometrickým mfBm:
dP (t) = rP (t)dt, P (0) = 1, 0 ≤ t ≤ T,
dS(t) = µS(t)dt + σS(t)dB(t) + σS(t)dB
H
(t), S(0) > 0, 0 ≤ t ≤ T,
pričom je B Brownov pohyb a BH fBm s H ∈ (3/4, 1). Oba sú definované na
pravdepodobnostnom priestore (Ω,F ,P) a sú navzájom nezávislé. Nech d’alej pla-
tia všetky bežné predpoklady Black-Scholesovho modelu.
Sprav́ıme zmenu premennej B(t)+BH(t) = σ−1(µ−r)+B(t)+BH(t). Použit́ım
Girsanovej vety dostaneme vzhl’adom ku rizikovo neutrálnej miere:
dS(t) = rS(t)dt + σS(t)dB(t) + σS(t)dBH(t), S(0) > 0, 0 ≤ t ≤ T, (1.18)
s riešeńım
S(t) = S(0) exp
{







Teraz nám nič nebráni v zavedeniu oceňovacieho vzorca v l’ubovol’nom čase
t ∈ [0, T ] európskej call opcie s realizačnou cenou K a realizačným časom (taktiež
nazývaným maturita) T ∈ R.
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Veta 10 (Black-Scholesov oceňovaćı vzorec). Cena európskej call opcie na pod-
kladové akt́ıvum S s realizačnou cenou K a realizačným časom T ∈ R pre všetky
t ∈ [0, T ] má tvar
C(t,S(t)) = S(t)Φ(d1) −Ke−r(T−t)Φ(d2),





+ r(T − t) + 1
2
σ2(T − t) + 1
2
σ2(T 2H − t2H)√





+ r(T − t) − 1
2
σ2(T − t) − 1
2
σ2(T 2H − t2H)√
σ2(T − t) + σ2(T 2H − t2H)
.





























x− σB(t) − σBH(t)√
2σ2(T − t + T 2H − t2H)
. (1.21)
Použit́ım 1.19 dostávame
S(T ) = S(0) exp
{

























































dy symetria hustoty N(0,1)
= Φ(d2),
24


































X(t) = S(0) exp
{







ktorý predstavuje súčasnú hodnotu rizikového akt́ıva v čase t ∈ [0, T ]. Plat́ı teda


















Pretože však podl’a 1.19 máme































2σ2(T − t + T 2H − t2H)
. (1.24)
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dz symetria hustoty N(0,1)
= Φ(d1).
Podobne ako v I, aj tu vyplýva posledná rovnost’ zo vzt’ahu 1.22, na ktorý apli-





= erTX(t)Φ(d1) = e
T−tS(t)Φ(d1).














č́ım je veta 10 dokázaná.
k
Dôsledok. Použit́ım put-call parity obdrž́ıme spravodlivú cenu európskej put opcie
na podkladové akt́ıvum S s realizačnou cenou K a realizačným časom T ∈ R pre
všetky t ∈ [0, T ]:
P (t,S(t)) = −S(t)Φ(−d1) + Ke−r(T−t)Φ(−d2).
Túto kapitolu zakonč́ıme uvedeńım nadstavieb nami predstaveného modelu.
V práci (Wang a kol., 2010) je predstavená modifikácia Black-Scholesovho
oceňovacieho vzorca pre mfBm model pri predpokladańı výskytu transakčných
poplatkov. Pri zmiešańı dvoch vzájomne nezávislých fBm procesov, s rôznymi
parametrami H1 a H2, dostaneme takzvaný zmiešaný frakcionálny-frakcionálny
Brownov pohyb. Aplikácia tohto procesu na trh spolu s odvodeńım modifikácie
Black-Scholesovho oceňovacieho vzorca pre európske opcie vzt’ahujúce sa na cenu
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akcíı je možné nájst’ v práci (Chen a kol., 2004), kde sa autori obmedzili na
H1 ∈ (1/3, 1) < H2.
Pri skúmańı reálneho vývoja cien akt́ıv na trhu je možné pozorovat’ takzvané
zhlukovanie volatility, teda výskyt obdobia s relat́ıvne ńızkou intenzitou zmeny
(volatility) cien, ktoré nasleduje po obdob́ı s vysokou intenzitou zmeny cien
akt́ıv (respekt́ıve ich logaritmických výnosov). Uvažujme náhodnú prechádzku
Sn = X1 + · · · + Xn, kde Xi, 1 ≤ i ≤ n predstavuje vel’kost’ i-teho skoku, čo
znamená že Sn udáva poźıciu po n-tom skoku. Z centrálnej limitnej vety vieme,
že pre každé t ∈ R+ plat́ı
√
nS[nt]
D→ B(t), n → ∞.
Zavedeńım náhodnej veličiny Wn, ktorá predstavuje d́lžku doby do nasledujúcej
udalosti predchádzajúcu skok Xn, s mocninovým (po anglicky power law) prav-
depodobnostným rozdeleńım P(Wn > t) ∼ t−α pre 0 < α < 1 a t → ∞. Takto
definovaná náhodná prechádzka konverguje ku Brownovmu pohybu, kde je čas t
zamenený za náhodný čas E(t), čo je neklesajúci náhodný proces. Táto zmena
sa dá interpretovat’ nasledovne: vnútorný čas procesu plynie pomaľsie ak sa nič
nedeje a rýchleǰsie pri výskyte vysokého množstva transakcíı.
Táto vlastnost’ je výnimočne dôležitá, pretože kompenzuje jednu z hlavných
nevýhod Black-Scholesovho modelu, menovite jeho uniformitu. Zameneńım času t
v nami definovanom mfBm za E(t) dostaneme takzvaný časovo menný zmiešaný
frakcionálny Brownov pohyb. Jeho aplikáciou na trh je možne obdržat’ modifikáciu
Black-Scholesovho oceňovacieho vzorca pre európske opcie vzt’ahujúce sa na cenu
akcíı (Guo a Yuan, 2014). Aplikáciu náhodného času E(t) nazývame subordinácia




V tejto kapitole sa budeme venovat’ Lévyho procesom, ktoré predstavujú zo-
všeobecnenie Poissonovho procesu a Brownovho pohybu. Teoretické základy boli
spracované prevažne z kńıh (Sato, 1999) a (Bertoin, 1996).
2.1 Základné defińıcie a tvrdenia
Uvažujme stochastickú bázu (Ω,F ,{Ft},P), teda pravdepodobnostný priestor
(Ω,F ,P) a na ňom filtráciu Ft. Predpokladajme d’alej, že filtrácia Ft sṕlňa UC
(usual conditions), teda je sprava spojitá a F0 ⊃ {N ∈ F∞; P(N) = 0} (F0
obsahuje všetky množiny miery nula).
Defińıcia 12. Lévyho procesom nazveme náhodný proces {L(t), t ≥ 0} na R
splňujúci nasledujúce podmienky:
1. L(0) = 0 s.u.,
2. má nezávislé a (slabo) stacionárne pŕırastky,








4. existuje priestor elementárnych javov Ω0 ∈ F ; P(Ω0) = 1 taký, že pre všetky
elementárne javy ω ∈ Ω0, L(t;ω) je sprava spojité s limitami zl’ava.
Poznámka 2.1. Procesy splňujúce podmienku 4 z defińıcie 12 sa v literatúre často
nazývajú càdlàg, čo pochádza z francúzskeho ”continue à droite, limite à gauche”,
teda sprava spojitý s limitami zl’ava.
Definujeme pojem nekonečne delitel’ná distribúcia a ukážeme jej bĺızky vzt’ah
k Lévyho procesom. Označme
µn∗ =
n krát︷ ︸︸ ︷
µ ∗ µ ∗ · · · ∗ µ
n-tú konvolúciu miery µ.
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Defińıcia 13. Povieme, že pravdepodobnostná miera µ na R je nekonečne deli-
tel’ná distribúcia (po anglicky infinitely divisible distribution), ak pre každé n ∈ N
existuje pravdepodobnostná miera µn na R pre ktorú plat́ı:
µ = µn∗n .
Poznámka 2.2. Analogicky môžeme ṕısat’, že pravdepodobnostná miera µ na R
je nekonečne delitel’ná distribúcia, ak existuje náhodná veličina X s distribúciou
µ tak, že pre každé n ∈ N existuje postupnost’ nezávislých rovnako rozdelených
(po anglicky independent and identically distributed – skrátene i.i.d.) náhodných
velič́ın X1,n, X2,n, . . . , Xn,n ktoré splňujú
X = X1,n + · · · + Xn,n.
Uvažujme Lévyho proces L. Chceme ukázat’, že pre každé t ≥ 0 je distribúcia
náhodnej veličiny L(t) nekonečne delitel’ná. Označme µ distribúciu L(t) a zvol’me
l’ubovol’né n ∈ N, ktorým rozdeĺıme interval [0, t] na n čast́ı vel’kosti t/n. Vyjad-













Jednotlivé pŕırastky sú i.i.d s distribúciou µn (z bodu 2. defińıcie 12). Z poznámky
2.2 vid́ıme, že L(t) má skutočne nekonečne delitel’nú distribúciu. Túto skutočnost’
bližšie popisuje nasledujúca veta, ktorú uvedieme v upravenom tvare.
Veta 11 (Sato, 1999, str. 35). Bud’ {L(t), t ≥ 0} Lévyho proces, potom má L(t)
nekonečne delitel’nú distribúciu µt = µ
t∗ pre každé t ≥ 0, kde µ je distribúcia L(1).
Podobne, pre každú nekonečne delitel’nú distribúciu µ existuje Lévyho proces L,
pre ktorý je µ distribúcia L(1).
Dôkaz. Prvá čast’ dôkazu plynie z generalizácie motivačného pŕıkladu pred vetou
11. Podrobný dôkaz oboch čast́ı tvrdenia je možné nájst’ v práci (Sato, 1999).
k
Jedným z nástrojov, ktorý budeme často využ́ıvat’ pri práci s Lévyho procesmi,





eiuxdµ(x), u ∈ R.
Pripomeňme, že distribúcia je indukovaná pravdepodobnostná miera. Môžeme
teda uviest’ tvar charakteristickej funkcie reálnej náhodnej veličiny X s distribúciou
PX . Ak má PX hustotu fX , ide o inverznú Fourierovu transformáciu hustoty, teda:







iuxdx = E[eiuX ], u ∈ R.
Pomocou charakteristickej funkcie Ψ môžeme definovat’ spojitú funkciu
Θ : R → C, ktorú nazveme charakteristický exponent miery µ na R:




, u ∈ R.
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Uvedieme Lévy-Khintchinovu vetu, ktorá poskytuje charakteristickú funkciu
všetkých nekonečne delitel’ných distribúcíı a teda všetkých Lévyho procesov.
Následne pomocou nej zavedieme Lévyho trojicu, ktorá jednoznačne určuje Lévyho
proces.
Veta 12 (Lévy-Khintchinova veta). Charakteristická funkcia nekonečne deli-













, u ∈ R, (2.1)
kde σ2 ≥ 0, γ ∈ R a ν je miera na R splňujúca
ν({0}) = 0 a
∫
R
min{|x|2 , 1}dν(x) < ∞. (2.2)
Tvar charakteristickej funkcie µ̃(u) je generovaný trojicou (σ2, ν, γ) jednoznačne.
Podobne, bud’ σ2 ≥ 0, γ ∈ R a ν miera splňujúca 2.2, potom existuje práve jedna
nekonečne delitel’ná distribúcia µ, ktorej charakteristická funkcia má tvar 2.1.
Poznámka 2.3. V literatúre sa môžeme stretnút’ s tvarom Lévy-Khintchinovej
vety, ktorá na zavedenie vzt’ahu 2.1 využ́ıva charakteristický exponent tvaru







1 − eiux + iux1[|x|<1]
)
dν(x), u ∈ R. (2.3)
V literatúre sa charakteristický exponent s tvarom z 2.3 nazýva Lévyho exponent.
Defińıcia 14 (Lévyho trojica). Trojica (σ2, ν, γ) z vety 12 sa nazýva Lévyho
trojica (anglicky Lévy triplet) s Lévyho mierou ν. V pŕıpade, že σ2 = 0, ho-
voŕıme o takzvanej čisto negausovskej (anglicky purely non-Gaussian) nekonečne
delitel’nej distribúcii µ.
Ak Lévyho trojica (σ2, ν, γ) generuje distribúciu µ, potom (tσ2, tν, tγ) generuje
µt∗. Z vety 11 preto dostávame, že pre (σ2, ν, γ) generujúce L(1), (tσ2, tν, tγ)
generuje L(t). Je dobré si uvedomit’ ekvivalenciu zápisu X = X(1), ako napŕıklad
pri ΨX(u) = ΨX(1)(u), ktorú budeme v texte často využ́ıvat’. Lévyho trojica z
defińıcie 14 sa preto v literatúre často nazýva generujúca trojica (po anglicky
generating triplet) Lévyho procesu. V zmysle poznámky 2.3 môžeme ṕısat’:
ΨX(t)(u) = E[exp{iuX(t)}] = exp{−tΘX(u)}.
Lévyho exponent charakterizuje distribúciu jednoznačne v zmysle takom, že ak
majú dva Lévyho procesy rovnaký Lévyho exponent, majú taktiež rovnakú dis-
tribúciu (Bertoin, 1996). Pozrieme sa d’alej na nutnú a postačujúcu podmienku
konečnej variácie Lévyho procesov.
Veta 13 (Cont a Tankov, 2004). Lévyho proces {L(t), t ≥ 0} má konečnú
variáciu práve vtedy, ked’ pre jeho Lévyho trojicu platia nasledujúce dve podmienky
(σ2, ν, γ) = (0, ν, γ),
∫
|x|≤1
|x| dν(x) < ∞. (2.4)
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Dôkaz. Vid’ (Cont a Tankov, 2004).
k
Ak Lévyho miera ν naviac sṕlňa podmienku 2.4 z vety 13, potom má cha-
rakteristická funkcia konečne delitel’nej distribúcie generovanej Lévyho trojicou














, u ∈ R. (2.5)
Parameter γ0 nazveme driftom nekonečne delitel’nej distribúcie µ (alebo driftom
Lévyho procesu L generovaného Lévyho trojicou (σ2, ν, γ0)). Ďalej si uvedieme
základné delenie Lévyho procesov.
Defińıcia 15. Uvažujme {L(t), t ≥ 0} Lévyho proces generovaný Lévyho trojicou
(σ2, ν, γ). Hovoŕıme, že L má
1. konečnú aktivitu ak ν(R) < ∞,
2. nekonečnú aktivitu ak ν(R) = ∞.
Konečnú aktivitu môžeme interpretovat’ ako konečný počet skokov Lévyho
procesu L na intervale [0, t], t ∈ R a nekonečnú aktivitu ako nekonečný počet
skokov L na intervale [0, t], t ∈ R.
Zavedieme pojem Poissonova náhodná miera a ukážeme, aký je medzi ňou
a Lévyho mierou vzt’ah. Bud’ N∗0 rozš́ırený priestor prirodzených č́ısel o nulu
a nekonečno, teda N∗0 = N ∪ {0} ∪ {∞}.
Defińıcia 16 (Poissonova náhodná miera). Uvažujme priestor (E, E) a na ňom
σ-konečnú mieru µ. Rodinu náhodných velič́ın {N(B), B ∈ E} nadobúdajúcich
hodnoty z N∗0 nazveme Poissonova náhodná miera na (E, E) s mierou intenzity
µ, ak plat́ı nasledujúce:
1. pre každé B ∈ E má náhodná veličina N(B) Poissonovo rozdelenie s inten-
zitou µ(B),
2. ak sú B1, . . . , Bn disjunktné, potom sú N(B1), . . . , N(Bn) nezávislé.
Poznámka 2.4. Bud’ N Poissonova miera na (E, E). Uvažujme meratel’nú trans-
formáciu g z priestoru (E, E) do iného meratel’ného priestoru (G,G). Definujme
M(B, ω) = N(g−1(B), ω), ω ∈ Ω, B ∈ G,
potom je M Poissonova náhodná miera na (G,G) s mierou intenzity υ = ν(g−1(B)).
Uvažujme zložený Poissonov proces (o zloženom Poissonovom procese po-
jednávame v časti 2.2.2) pozostávajúci z Poissonovho procesu Nt (Poissonov
proces označujeme dolným indexom, aj ked’ nejde o postupnost’, pre rozĺı̌senie
od Poissonovej miery) s intenzitou λ > 0 a i.i.d. náhodných velič́ın Y1, Y2, . . .






pričom ti znač́ı čas skoku Yi. Tento proces udáva počet skokov Yi z množiny A,
ktoré sa vyskytli do času t. Potom môžeme K chápat’ ako dvoj–parametrickú
rodinu náhodných velič́ın, ktorá definuje Poissonovu náhodnú mieru
p([0, t] ×A) := K(t, A), t ≥ 0, A ∈ B, (2.6)
(Korn a kol., 2010).
Defińıcia 17 (skoková miera). Uvažujme Lévyho proces {L(t), t ≥ 0}. Skoky
procesu L definujeme ako ∆L(t; ω) = L(t; ω) − L(t−; ω), ω ∈ Ω0. Následne pre










], ak ω ∈ Ω0,
0, ak ω /∈ Ω0,
pričom Ω0 pochádza z defińıcie 12.
Vol’bou B = [0, t]×A, t ≥ 0, A ⊂ R môžeme vidiet’ paralelu medzi Poissonovou
náhodnou mierou a skokovou mierou Lévyho procesu. Ďalej plat́ı nasledujúci





[0, 1] × A
)]
, A ∈ B(R \ {0}).
Veta 14 (Korn a kol., 2010, str. 322). Uvažujme Lévyho proces {L(t), t ≥ 0}
generovaný Lévyho trojicou (σ2, ν, γ). Potom je jeho skoková miera J Poissonovou
mierou na [0,∞) × (R \ {0}) s mierou intenzity dν(x) a L(t) má rozklad


























kde B je Brownov pohyb nezávislý od J .










z vety 14 voláme kompenzovaná
Poissonova miera.
Poznámka 2.6. Pre σ = 0 nám mizne z rozkladu 2.7 čast’ s Brownovým pohybom,
z čoho pochádza termı́n čisto negausovská distribúcia z defińıcie 14. Môžeme
taktiež hovorit’ o čisto negausovskom Lévyho procese.
Veta 14 sa nazýva Itô-Lévyho rozklad. Medzi ňou a Lévy-Khintchinovou vetou
môžeme pozorovat’ vzt’ahy zhrnuté v nasledujúcom dôsledku.
Dôsledok. Bud’ {L(t), t ≥ 0} Lévyho proces generovaný Lévyho trojicou (σ2, ν, γ).
Z viet 11 a 14 vieme, že L má rozklad 2.7 a distribúciu µ s charakteristickou
funkciou tvaru 2.1. Na základe 2.7 vieme usúdit’, že Lévyho proces je suma:
1. lineárnej transformácie L1 Brownovho pohybu s driftom,
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2. skokového procesu L2 skokov absolútnej vel’kosti aspoň jedna,
3. kompenzovaného skokového procesu L3 skokov absolútnej vel’kosti menšej
ako jedna.
Tieto tri procesy majú charakteristické funkcie

























pričom vid́ıme, že tieto tri charakteristické funkcie tvoria rozklad charakteristickej
funkcie nekonečne delitel’nej distribúcie z 2.1, teda
µ̃(u) = µ̃1(u)µ̃2(u)µ̃3(u).
2.2 Pŕıklady Lévyho procesov
Uvedieme najčasteǰsie pŕıklady Lévyho procesov, ktoré je možno nájst’ v lite-
ratúre. Preskoč́ıme najzákladneǰśı typ, menovite Brownov pohyb, ktorý je genero-
vaný Lévyho trojicou (0, σ, 0). Pre každý pŕıklad uvedieme tvar jeho charakteris-
tickej funkcie a Lévyho trojice spolu s tvarmi základných momentov jeho rezovej
distribúcie (anglicky sliced distribution), ako sú stredná hodnota, rozptyl, šikmost’
a špicatost’.
2.2.1 Poissonov proces




P(X = j) =
λj
j!
e−λ, j ∈ N.
Pre jej charakteristickú funkciu plat́ı











Špicatost’ 3 + 1/tλ
Tabul’ka 2.1: Momenty rezovej distribúcie Poissonovho procesu v bode t ≥ 0.
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Obr. 2.1: Trajektórie Poissonovho procesu s intenzitami λ = 0.5, λ = 1, λ = 1.5
pre rovnaký RandomSeed.
Proces {X(t), t ≥ 0} nazveme Poissonov proces s intenzitou λ > 0, ak je Lévyho
proces a X(t)
D
= Po(tλ) pre t ≥ 0. Ide o proces ktorý tvoria iba skoky o vel’kosti
1, preto pre elementy jeho Lévyho trojice plat́ı
σ2 = 0, γ = 0.
Lévyho miera má tvar ν = λδ(1), kde δ predstavuje Diracovu mieru. Dostávame
teda Lévy trojicu (0, λδ(1), 0). Pre momenty jeho rezovej distribúcie v bode t ≥ 0
platia vzt’ahy uvedené v tabul’ke 2.1. Trajektórie Poissonovho procesu pre rôzne
hodnoty λ sú znázornené na obrázku 2.1.
2.2.2 Zložený Poissonov proces
Uvažujme Poissonov proces {Nt}t≥0 s intenzitou λ > 0 a postupnost’ i.i.d
náhodných velič́ın {Yi}i∈N nezávislých od Poissonovho procesu N , ktoré majú











Špicatost’ 6/tλ + 3
Tabul’ka 2.2: Momenty rezovej distribúcie zloženého Poissonovho procesu v bode
t ≥ 0, kde má postupnost’ {Yi}i∈N i.i.d. náhodných velič́ın exponenciálne rozdele-
nie s parametrom η.
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Obr. 2.2: Trajektórie zloženého Poissonovho procesu s intenzitami λ = 0.5, λ = 1,
λ = 1.5 a postupnost’ {Yi}i∈N i.i.d. náhodných velič́ın exponenciálne rozdelenie
s parametrom η pre rovnaký RandomSeed.
nazveme zložený Poissonov proces vzhl’adom ku λ a PY . Zložený Poissonov proces
je Lévyho proces a pre jeho charakteristickú funkciu plat́ı











(eiux − 1)λdPY (x)
}
, u ∈ R.
Tak, ako pri Poissonovom procese, opät’ ide o negausovský proces s náhodnou
výškou skokov distribúcie PY a intenzitou λ. Jeho Lévyho trojica má tvar
(






Jedným z častých rozdeleńı PY využ́ıvaných v súvislosti so zloženým Poissonovým
procesom je exponenciálne rozdelenie. Uvedieme preto vlastnosti a trajektórie
zloženého Poissonovho procesu pre Yi
D
= Exp(η), i = 1, 2, . . . . Pre momenty jeho
rezovej distribúcie v bode t ≥ 0 platia vzt’ahy uvedené v tabul’ke 2.2. Trajektórie
zloženého Poissonovho procesu pre rôzne hodnoty λ a pri pevne stanovenom η = 1
sú znázornené na obrázku 2.2.
2.2.3 Gamma proces
Gamma rozdelenie Gamma(α, β) je spojité rozdelenie na kladnej reálnej osi
s parametrami α > 0, β > 0 a hustotou
fGamma(x; α, β) =
βα
Γ(α)
xα−1e−βx, x ∈ R+,















Špicatost’ 3(1 + 2/tα)
Tabul’ka 2.3: Momenty rezovej distribúcie Gamma procesu v bode t ≥ 0.
Proces {X(t), t ≥ 0} nazveme gamma proces, ak je Lévyho procesom a jeho
pŕırastky majú gamma rozdelenie. Dostávame tak X(t)
D
= Gamma(tα, β). Jeho








Pre momenty jeho rezovej distribúcie v bode t ≥ 0 platia vzt’ahy uvedené v ta-
bul’ke 2.3.
2.2.4 Inverzný gausovský proces
Inverzné gausovské rozdelenie IG(α, β) je spojité rozdelenie na kladnej reálnej
osi s parametrami α > 0, β > 0 a hustotou









, x ∈ R+.
Charakteristická funkcia tejto distribúcie je




β2 − i2u− β
)}
.
Proces {X(t), t ≥ 0} nazveme inverzný gausovský proces, ak je Lévyho procesom a
jeho pŕırastky majú inverzné gausovské rozdelenie. Dostávame tak
X(t)
D
















kde Φ je distribučná funkcia normovaného normálneho rozdelenia. Pre momenty











Tabul’ka 2.4: Momenty rezovej distribúcie inverzného gaussovského procesu
v bode t ≥ 0.
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Poznámka 2.7. Gamma rozdelenie z 2.2.3 a inverzné gausovské rozdelenie z 2.2.4
sú špeciálnym pŕıpadom obecného inverzného gausovského rozdelenia. Jeho pod-
robný opis je možné nájst’ v práci (Schoutens, 2003, str. 54).
2.3 Subordinátory
V tejto časti sa budeme venovat’ podskupine Lévyho procesov, takzvaným
subordinátorom. Uvedieme základné defińıcie, vety a predstav́ıme ich využitie
vo finančnej matematike.
Defińıcia 18. Subordinátor {T (t), t ≥ 0} nazveme taký Lévyho proces, ktorého
trajektórie sú neklesajúce.
Všetky pŕıklady uvedené v podkapitole 2.2 sú subordinátory. Môžeme si všim-
nút’, že všetky majú parameter σ2 Lévyho trojice rovný nule. Tento jav je vysvet-
lený v nasledujúcej vete.
Veta 15. Lévyho proces {T (t), t ≥ 0} na R je subordinátor práve vtedy, ked’ je
jeho Lévyho trojica tvaru (0, ν, γ) a jeho Lévyho miera spĺňa ν(R−) = 0 a
∫ ∞
0
min{x, 1}dν(x) < ∞. (2.8)
Dôkaz. Z defińıcie 18 vieme, že T je subordinátor práve vtedy, ak má monotónne
trajektórie s nezápornými skokmi. Prvá čast’ dôkazu je ekvivalentná preukázaniu





1[∆T (s)∈(−∞, 0)] = 0, t ≥ 0.
Proces K nazývame Poissonov bodový proces s mierou ν. Zo základných vlast-
nost́ı týchto procesov vieme, že K(t) = 0 ⇔ E[K(t)] = 0 (Kingman, 1972).
Pretože strednú hodnotu Poissonovho bodového procesu môžeme naṕısat’ ako
E[K(t)] = tν((−∞, 0)), dostávame dôkaz znenia vety 15.
k
Na začiatku kapitoly sme uviedli tvar charakteristickej funkcie pravdepodob-
nostnej miery µ na R. Pri práci so subordinátormi sa však preferuje využitie





e−uxdµ(x), u ≥ 0.
Veta 16. Uvažujme dve distribúcie µ1 a µ2 na [0,∞), pre ktoré plat́ı
Lµ1(u) = Lµ2(u) pre všetky u ≥ 0, potom µ1 = µ2.
Dôkaz. Vid’ Sato (1999).
k
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Nakol’ko proces T sṕlňa podmienky vety 13, z 2.5 môžeme ṕısat’






dν(x), u ∈ R. (2.9)
Funkciu ΥT (u) z 2.9 nazveme Laplacovým exponentom subordinátora T , pričom
už vieme, že γ0 predstavuje drift Lévyho procesu a teda subordinátora T . Z vety
16 vieme, že ΥT určuje distribúciu subordinátora T jednoznačne. Podobne ako
v pŕıpade charakteristickej funkcie, môžeme ṕısat’:
E[exp{−uT (t)}] = exp{−tΥT (u)}.
Pozrime sa bližšie, akú úlohu zohráva drift v subordinátoroch.
Veta 17. Uvažujme subordinátor T s driftom γ0 ∈ R, Lévyho trojica má teda




pre t → ∞.
Dôkaz. Z Lévy-Khintchinovej vety a 2.9 vieme, že subordinátor T môžeme roz-









Na to, aby celý subordinátor T konvergoval v pravdepodobnosti k driftu γ0, stač́ı































= 1; u ≥ 0,
podl’a Lebesgovej vety o zámene limity a integrálu. Dostávame teda, že T /t kon-
verguje k nule slabo a preto konverguje v pravdepodobnosti pre t → 0.
k
2.3.1 Stabilné subordinátory
V tejto časti uvedieme základné vlastnosti stabilných subordinátorov, pričom
poukážeme na ich spoločné prvky so sebepodobnými procesmi definovanými v 2.
Defińıcia 19. Hovoŕıme, že náhodná veličina X má stabilné rozdelenie s para-




























, α = 1,
(2.10)
kde 0 < α ≤ 2, σ ≥ 0, −1 ≤ β ≤ −1 a µ ∈ R.
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Hlavným dôvodom častého využitia stabilnej distribúcie vo financiách je jej
vlastnost’ t’ažkých chvostov. Parameter α sa nazýva index stability, alebo index
chvostu, čo nám napovedá akú úlohu zohráva. Zvyšné parametre udávajú mieru
σ, šikmost’ β a posun µS. Ak teda plat́ı β = 0, ide o symetrickú distribúciu. Dva
špeciálne pŕıpady stabilnej distribúcie je gausovský pŕıpad (α = 2) a Cauchyho
pŕıpad (α = 1, β = 0). Stabilný Lévyho proces s parametrom α na intervale [0, T ]
nazveme proces s i.i.d. pŕırastkami s rozdeleńım Sα(T
1/ασ, β, 0). Pŕıklad jeho
trajektórie môžeme vidiet’ na obrázku 2.5(b). Bertoin však uvádza inú defińıciu
stabilného procesu s parametrom α:
Defińıcia 20 (Bertoin, 1996). Uvažujme Lévyho proces {L(t), t ≥ 0} a parameter
0 < α ≤ 2. Proces L nazveme stabilným procesom s parametrom α, ak pre každé
k > 0 jeho charakteristický exponent splňuje
Θ(ku) = kαΘ(u), u ∈ R.
Dôsledok. Defińıcia 20 je ekvivalentná podmienke
{




k1/αL(t); t ≥ 0
}
.
Môžeme teda povedat’, že α-stabilný proces je (1/α)-sebebepodobný proces.
Veta 18 (Sato, 1999, str. 78). Uvažujme Lévyho proces {L(t), t ≥ 0} s Lévyho
trojicou (σ2, ν, γ). Nech 0 < α < 2, potom je Lévyho proces L stabilný s paramet-




1+αdu, pre u ∈ (0,∞),
C2/|u|1+α du, pre u ∈ (−∞, 0),
kde plat́ı C1 ≥ 0, C2 ≥ 0 a súčasne C1 + C2 > 0.
Dôkaz. Dôkaz pre obecneǰsie znenie vety je možné nájst’ v práci (Sato, 1999, str.
79).
k
Dôsledok (Bertoin, 1996). Špecificky pre subordinátor {T (t), t ≥ 0} môžeme
povedat’, že ide o stabilný subordinátor s parametrom 0 < α < 1, ak pre jeho
Laplacov exponent plat́ı










Zmenšenie intervalu, z ktorého α vyberáme, je zapŕıčinené podmienkou 2.8. Dá-
vame do pozornosti čitatel’a, že stabilný subordinátor má nulový drift.
Na základe 2.11 a vlastnost́ı spomenutých vyššie môžeme ṕısat’:
E[exp{−uT (t)}] = exp{−tΥT (u)} = exp{−tuα}.
Uvažujme d’alej proces {E(t), t ≥ 0}, ktorý udáva prvý prechod stabilného
subordinátora T s parametrom α nad úroveň t. Ṕı̌seme
E(t) = inf
{




Tento proces sa v literatúre nazýva inverzný stabilný subordinátor s parametrom α
(po anglicky inverse α-stable subordinator) a je špeciálnym pŕıpadom nárazového
procesu (po anglicky hitting time process). Nasledujúca veta nám povie, akú úlohu
zohráva parameter α v procese E.
Veta 19. Uvažujme stabilný subordinátor {T (t), t ≥ 0} s parametrom 0 < α < 1
a proces E definovaný predpisom 2.12. Potom je proces E sebepodobný proces
s parametrom α v zmysle defińıcie 2.
Dôkaz. Z 2.12 je zrejmé, že proces E má spojité trajektórie. Je preto spojitý
v pravdepodobnosti a distribúcii. Proces T je subordinátor a má teda neklesajúce
cádlág trajektórie, č́ım dostávame:
• ak T (x) ≥ t, potom pre všetky y > x plat́ı T (y) > t tak, že E(t) ≤ x;
• pri dostatočne malom ε > 0, pre všetky y ∈ (x, x + ε) plat́ı: ak T (x) < t,
potom T (y) < t tak, že E(t) > x.
Pre l’ubovol’né postupnosti {ti}mi=1, 0 < t1 < · · · < tm a {xi > 0}mi=1 teda plat́ı:{




T (xi) ≥ ti; i = 1, . . . , m
}
. (2.13)


























č́ım je veta dokázaná.
k
Proces E z 2.12 nemá nezávislé, ani stacionárne pŕırastky (Meerschaert a
Schefler, 2004) a nejedná sa teda o Lévyho proces. Jednou z hlavných úloh, na
ktoré sa subordinátory vo financiách využ́ıvajú, je ich zámena za čas vo finančných
modeloch. Nasledujúca veta nám tento proces spresńı.
Veta 20. Uvažujme Lévyho proces {L(t), t ≥ 0} s Lévyho trojicou (σ2L, νL, γL)
a subordinátor {T (t), t ≥ 0} s Lévyho trojicou (0, νT , γT ). Predpokladajme, že L






, t ≥ 0
}
. (2.14)
Potom je proces X tiež Lévyho proces, pre ktorého charakteristickú funkciu plat́ı:










, u ∈ R.
Defińıcia 21. Transformáciu 2.14 procesu L na proces X nazývame subordinácia
pomocou subordinátora Z.
Podrobný popis procesu subordinácie spolu s hlavnými vlastnost’ami výsled-
ného procesu X je možné nájst’ v práci (Sato, 1999, str. 198). Na obrázku 2.3
môžeme vidiet’ subordináciu mfBm pomocou inverzného stabilného subordinátora
s parametrom α = 0.8.
Poznámka 2.8. Na simuláciu subordinovaného stabilného Lévyho procesu využ́ı-
vame procedúru predstavenú v (Magdziarz a Weron, 2007).
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(a) Invernzý stabilný subordinátor
(b) mfBm (c) Subordinovaný mfBm
Obr. 2.3: Subordinácia mfBm MH z defińıcie 10 s parametrom H = 0.85 pomocou
inverzného stabilného subordinátora s parametrom α = 0.8 na subordinovaný
proces.
2.4 Modelovanie úrokových mier
Najznámeǰśı nástroj pre modelovanie krátkodobých úrokových mier je Vaš́ıč-
kov model, ktorý roku 1977 predstavil Oldřich Alfons Vač́ıček. Vychádza z Lévyho
procesu nazývaného Ornstein–Uhlenbeckov proces (skrátene OU proces). Napriek
jeho častému využitiu má tento model svoje nevýhody. Jednou z najzretel’neǰśıch
je nenulová pravdepodobnost’ záporných úrokových mier. Ide o pŕıpad kedy by
l’udia ”platili bankám”, aby si u nich mohli uložit’ peniaze. Táto situácia je v mysli
bežných l’ud́ı nepredstavitel’ná, avšak, ako sme sa presvedčili v minulosti, nie
je nemožná. Napŕıklad v roku 2012 malo Dánsko záporné úrokové miery pre
vklady. V čase ṕısania tejto práce prebiehajú diskusie medzi Európskymi ban-
kami o prekročeńı nulovej hranice do záporných hodnôt. V pŕıpade niektorých
bánk, napr. ECB, SNB, Riksbank a Denmarks Nationalbank, došlo už dokonca
k implementácii.
Defińıcia 22. Uvažujme Lévyho proces {L(t), t ≥ 0} s Lévyho trojicou (σ2, ν, γ)
a náhodnú veličinu X0 nezávislú od procesu L. Proces {X(t), t ≥ 0} definovaný
predpisom
X(t) = e−θtX(0) + σ
∫ t
0
e−θ(t−s)dL(s), t ≥ 0, (2.15)
nazveme proces Ornstein–Uhlenbeckovho typu (skrátene typu OU).
Ako už bolo zmienené, predpoklad normality dát je často nereálny, pričom
empirické štúdie vedú na využitie distribúcíı s t’ažkými chvostmi (Loretan a Phil-
lips, 1994; Barndorff-Nielsen a Shephard, 2001). V tejto časti preto predstav́ıme
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stabilný Lévyho proces Ornstein–Uhlenbeckovho typu s parametrom α, ktorý bu-
deme subordinovat’ pomocou inverzného stabilného suborinátora E s parametrom
κ. Proces typu OU so stabilným Lévyho procesom bol v práci (Barndorff-Nielsen
a Shephard, 2001) analyzovaný a následne vyhodnotený ako vhodný proces na si-
mulovanie finančných dát. Následnou subordináciou sa budeme snažit’ modelovat’
zhlukovanie volatility.
Defińıciu procesu typu OU môžeme obohatit’ o drift µ pridańım
µ(1− exp{−θt}) do 2.15. Lokálne chovanie takéhoto procesu s driftom µ sa riadi





dt + σdL(t), t ≥ 0, (2.16)
s unikátnym riešeńım:







e−θ(t−s)dL(s), t ≥ 0, (2.17)
pričom je zrejmé, že ide o Markovov proces. Parameter µ sa nazýva dlhodobý prie-
mer a θ parameter návratu ku dlhodobému priemeru (anglicky mean reversion
parameter). Využit́ım Brownovho pohybu ako Lévyho proces z defińıcie 22 do-
staneme už spomenutý Vaš́ıčkov model (vid’ obrázok 2.4), ktorý predpokladá, že
analyzované dáta majú normálne rozdelenie. My zoberieme za proces L z defińıcie
22 stabilný Lévyho proces s parametrom α. Následne aplikujeme subordináciu






dEκ(t) + σdZα(Eκ(t)), t ≥ 0. (2.18)
Trajektórie inverzného stabilného subordinátora Eα, stabilného procesu Xα typu
OU a subordinovaného stabilného procesu Xα(Eκ) typu OU sú znázornené na ob-
rázku 2.5. Môžeme si všimnút’ vysokých skokov procesu Xα ktoré indikujú výskyt
t’ažkých chvostov distribúcie procesu, č́ım sa ĺı̌si od Vaš́ıčkovho modelu (teda gau-
sovského procesu typu OU). Taktiež si môžeme na obrázku 2.5 všimnút’ konštantné
Obr. 2.4: Trajektórie gausovského OU procesu s počiatkom X(0) = 0.02 a para-
metrami θ = 0.5, µ = 0.04, σ = 0.02.
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úseky trajektórie procesu Xα(Eκ), ktoré vznikli subordináciou pomocou procesu
Eκ.
Nami predstavená procedúra odhadu parametrov procesu Xα(Eκ) sa skladá
z dekompozičnej a odhadovej časti. Predpokladajme skúmaný súbor dát zná-
zornený vektorom Y = (Y (t1), . . . , Y (tn)) d́lžky n, ktorý obsahuje pozorovania
v diskrétnych časoch {ti}ni=1. Tieto pozorovania sa budeme snažit’ očistit o vplyv
inverzného subordinátora Eκ. V odhadovej časti budeme vychádzat’ z diskre-
tizácie SDR 2.16, kde za Lévyho proces L zoberieme stabilný Lévyho proces
Zα. Dostávame




∆t + (∆t)1/αZt, t = ∆t, 2∆t, . . . , (2.19)
kde {Z(t + ∆t) − Z(t)}t=∆t, 2∆t, ... je postupnost’ i.i.d náhodných velič́ın s dis-
tribúciou z defińıcie 19. Z výrazu 2.19 nám zmizol parameter σ, pretože, ak
X ∼ Sα(1, β, 0), kde α 6= 1, potom pre náhodnú veličinu Y = σX + µ plat́ı
Y ∼ Sα(σ, β, µS). Môžeme teda povedat’, že proces Zα zo SDR 2.18 uvažujeme
v štandardizovanom tvare σ = 1. Postupujeme nasledovne:
1. Vektor Y rozdeĺıme na vektory E, X. Využijeme metódu uvedenú v (Orze l
a Wy lomańska, 2011), ktorá očist́ı vektor Y o všetky konštantné obdobia.
Presneǰsie, jednotlivé zložky vektora E sú dané predpisom Ej = ti−ti−k, ak
pre všetky m ∈ {0, . . . , k} plat́ı Y (ti) = Y (ti−m), pričom Y (ti) 6= Y (ti+1).
Priamo dostávame Xj = Y (ti) ak Y (ti) 6= Y (ti−1). Vektor E teraz pred-
stavuje pŕırastky stabilného subordinátora Tκ s parametrom κ, ktorý tvoŕı
(a) Inverzný stabilný subordinátor
(b) Stabilný proces (c) Subordinovaný stabilný proces
Obr. 2.5: Subordinácia stabilného procesu Xα typu OU s počiatkom X(0) = 0.02
a parametrami θ = 0.5, µ = 0.04, σ = 0.02, α = 1.5, β = 0, µS = 0 pomocou
inverzného stabilného subordinátora Eκ s parametrom κ = 0.8 na subordinovaný
stabilný proces Xα(Eκ).
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inverzný subordinátor Eκ. Vektor X naopak predstavuje nesubordinovaný
stabilný proces Xα typu OU.
2. Začneme odhadom parametra κ, na ktorý využijeme chovanie sa distribučnej
funkcie FT (x) stabilného subordinátora Tκ s parametrom κ pri pravom
chvoste
1 − FTκ(x) ∼ x−κ.
Stač́ı preložit’ empirický pravý chvost 1−F̂n,E(x) mocninovou funkciou ax−κ
pomocou metódy najmenš́ıch štvorcov. Alternat́ıvne spôsoby odhadu, ako
napŕıklad Hillov odhad, je možné nájst’ v (Janczura a Wy lomańska, 2009).
3. Pokračujeme odhadom parametrov µ a θ. Z dekompoźıcie z kroku 1 vid́ıme,
že vektor X je definovaný pomocou 2.19. Ak zoberieme ∆t = 1, ide o proces
AR(1), čo je špeciálny pŕıpad procesu ARMA(p, q), kde p = 1, q = 0.
Môžeme teda využit’ periodogram z časti 1.2.3, pričom využijeme spektrálnu
funkciu procesu ARMA(1, 0) (Mikosch a kol., 1995). Hlavná výhoda tohto
odhadu je jeho nezávislost’ na parametroch stabilného procesu Zα.
4. Po odhade parametrov µ a θ obdrž́ıme vektor rezidúı Z z 2.19 ako
Zj = Xj − (1 − θ)Xt−1 − θµ, ktoré sú i.i.d., symetrické a stabilné s pa-
rametrom α. Sprav́ıme dva rôzne odhady. V prvom predpokladáme β = 0
a µS = 0 (nemýlit’ s driftom µ procesu Xα). Využijeme metódu uvedenú







= log (2σα) + α log|u| ,






V druhom odhade odhadneme všetky parametre stabilného rozdelenia po-
mocou metódy maximálnej vierohodnosti (Borak a kol., 2011).
5. Na záver treba zmenit’ odhady parametrov θ̂ a σ̂, ktoré sú citlivé na vol’bu
vel’kosti kroku ∆t. Nech sú θ̂1, σ̂1, α̂ odhady, ktoré sme źıskali vyššie spome-
nutou procedúrou. Potom sú konečné parametre tvaru





V tejto časti budeme aplikovat’ vyššie uvedené modely na reálne dáta. Všetky
odhady a ilustrácie, spolu s tými, ktoré neboli v práci uvedené, je možné nájst’
v priloženom sprievodnom dokumente. Začneme modifikáciou Black-Scholesovho
oceňovacieho vzorca pre mfBm, ktorou oceńıme šest’mesačné európske call opcie
na cenu akcíı spoločnosti ”SanDisk Corp”. Potom prejdeme na modelovanie sa-
dzieb PRIBORu nami predstaveným subordinovaným stabilným procesom typu
OU. Všetky ceny sú uvedené v EUR.
(a) Cena akcíı SNDK
(b) Logaritmické výnosy (c) Q-Q graf logaritmických výnosov
Obr. 3.1: Vývoj ceny akcíı SanDisk Corp, spolu s grafom ich logaritmických




priemer odchýlka Bera test
Šikmost’ Špicatost’
-0.204 0.162 -0,001 0.029 ≤0.001 -0.731 19.302
Tabul’ka 3.1: Základné štatistiky logaritmických výnosov analyzovaných dát spolu
s p–hodnotou Jarque-Beraovho testu.
3.1 Zmiešaný frakcionálny Brownov pohyb
Pre ilustráciu metódy predstavenej v časti 1.3.2 oceńıme šest’mesačnú európsku
call opciu vyṕısanú dňa 15. 10. 2015 s maturitou T = 15. 4. 2016 na cenu akcíı
”SanDisk Corp”, definovanej na burze symbolom ”SNDK”. Použijeme predsta-
venú modifikáciu Black-Scholesovho oceňovacieho vzorca pre zmiešaný frakcio-
nálny Brownov pohyb z časti 1.3.2. Cenu stanov́ıme ku dňu t = 12. 11. 2015.
Dáta pozostávajú z denných pozorovańı zatváraćıch cien SNDK v obdob́ı od 13.
11. 2014 do 12. 11. 2015; spolu n = 252 pozorovańı. Dáta sme obdržali vstava-
nou funkciou FinancialData systému Wolfram Mathematica. Tento časový rad
spolu s jeho logaritmickými výnosmi môžeme vidiet’ na obrázku 3.1. Uviedli sme
taktiež Q-Q graf spomenutých logaritmických výnosov, na ktorom môžeme pozo-
rovat’ výskyt t’ažkých chvostov. Základné štatistiky logaritmických výnosov sme
zhrnuli v tabul’ke 3.1. Vysoká špicatost’ spolu s p-hodnotou Jarque-Beraovho testu
bĺızkou nule nám dáva dodatočné podklady na zamietnutie normálneho rozdelenia
logaritmických výnosov a teda aj využitia bežného Black-Scholesovho vzorca.
Ako prvý sme pomocou DFA analýzy z časti 1.2.2 odhadli Hurstov parame-
ter H . Metódu DFA zmeńıme iba vo vol’be vel’kosti blokov. Namiesto mocńın
dvojky zoberieme postupnost’ D = {Di}i=1, ..., d celoč́ıselných delitel’ov č́ısla n,
pričom muśı platit’ Di > 2 a n/Di ≥ 3 pre všetky i = 1, . . . , d. Ked’že na odhad
využ́ıvame lineárnu regresiu, budeme vyžadovat’ aby d ≥ 10. Pre naše pozoro-
vania plat́ı d = 14. Na odhad volatility v intervale [T1, T2] (v našom pŕıpade
[18. 5. 2015, 12. 11. 2015]) využijeme vzorec
σ2 =
1









kde T1 = t1 < · · · < tn = T2 (Sun, 2013). Na výpočty v tomto pŕıklade budeme
využ́ıvat’ konvenciu pracovných dńı. To znamená, že plat́ı ∆t = ti − ti−1 = 1/252
pre všetky i = 2, . . . , n.
Dostávame odhady Ĥ = 0.659 a šest’mesačnú volatilitu σ̂2 = 0.097. Za
konštantnú bezrizikovú úrokovú mieru berieme r = 0.0035, čo je výnos šest’me-
sačného amerického bezkupónového štátneho dlhopisu (anglicky U.S. T-bill) pre-
vzatý zo stránok amerického ministerstva financíı1 (anglicky U.S. Department of
Treasury). Údaje pre rok 2015 sú uvedené v priloženom súbore UST-Bill2015.xls.
Posledná hodnota našich dát je rovná S12. 11. 2015 = 74.61. Výsledné ceny sú pre-















Pozn.: NA údaje neboli dostupné.
Tabul’ka 3.2: Odhadnuté ceny európskych call opcíı spolu so skutočnými hodno-
tami pre realizačné ceny {65, 67.5, . . . , 82.5}.
Z tabul’ky 3.2 vid́ıme, že naša modifikácia Black-Scholesovho vzorca podceňuje
cenu európskych call opcíı kótovaných na burze. To je zapŕıčinené našim predpo-
kladom nulových transakčných poplatkov. Druhým významným aspektom, ktorý
neberieme v úvahu, je dopyt. Ten spôsobuje nekonzistenciu reálnych cien, ktorú
môžeme pozorovat’ pre realizačné ceny 67.5 a 82.5. Presneǰsie, cena opcie s rea-
lizačnou cenou 67.5 sa nezmenila počas celej svojej životnosti.
Poznámka 3.1. V tejto práci sme uviedli základný tvar modifikácie Black-Scho-
lesovho oceňovacieho vzorca pre mfBm, ktorý je možné použit’ ako základ na
odvodenie komplikovaneǰśıch tvarov. Napŕıklad oceňovanie menových opcíı (Sun,
2013) alebo opčných listov (po anglicky equity warrants) (Xiao a kol., 2012). Je
možné ich odvodit’ s malými úpravami postupom analogickým nášmu.
3.2 Modelovanie sadzieb PRIBOR
Model predstavený v časti 2.4 budeme ilustrovat’ na denných pozorovaniach
mesačného PRIBORu (Prague Interbank Offered Rate). Berieme do úvahy obdo-
bie od 2.1.1998 do 16.11.2015; spolu 4508 pozorovańı. Dáta boli prevzaté
z oficiálnych stránok Českej národnej banky3 a sú znázornené na obrázku 3.2.
Hodnoty pozorovańı je možné nájst’ v priloženom súbore PRIBOR1998-2015.xls.
Na obrázku 3.2 si môžeme všimnút’ dlhých konštantných obdob́ı, napŕıklad v ro-
koch 2000 a 2014, čo nás motivuje k využitiu subordinácie. Odhadneme a po-
rovnáme šest’ rôznych modelov:
1. Subordinovaný stabilný proces typu OU s parametrom α
2. Subordinovaný stabilný proces typu OU s parametrom α, pričom β = 0,
µS = 0
3. Subordinovaný Vaš́ıčkov model




(b) Vektor E (c) Vektor X
Obr. 3.2: Denné pozorovania mesačného PRIBORu spolu s dekompoźıciou na
vektor E a vektor X.
5. Stabilný proces typu OU s parametrom α, pričom β = 0, µS = 0
6. Vaš́ıčkov model.
Oṕı̌seme iba postup odhadovania subordinovaných procesov, nakol’ko je po-
stup pri ich nesubordinovaných pŕıpadoch analogický, s rozdielom vynechania
dekompozičného kroku. Riadime sa postupom predstaveným v časti 2.4. Vek-
tor pozorovańı Y očist́ıme o konštantné obdobia, č́ım źıskame vektory E a X
znázornené na obrázku 3.2. Na obrázku 3.2.(b) vid́ıme pŕırastky stabilného su-
bordinátora Tκ tvoriaceho proces Eκ. Stabilný subordinátor je v skutočnosti sta-
bilný proces s β = 1. Využijeme metódu oṕısanú v druhom kroku postupu z časti
2.4, č́ım dostaneme odhad κ̂ = 0.738. Ten je spoločný pre všetky nami použité
subordinované modely 1, 2 a 3.
Na obrázku 3.2.(c) môžeme stále pozorovat’ obdobia, ktoré sa zdajú byt’ ne-
menné, obsahujú však vel’mi ńızke výkyvy. Niektoré metódy posudzujú obdobia
v ktorých sa cena nevychýli nad určitú hladinu, napŕıklad neprekroč́ı Xt±0.001, za
konštantné. Nakol’ko sú nami použité dáta zaokrúhlené na dve desatinné miesta,
berieme do úvahy iba skutočne konštantné obdobia. Pozreli sme sa taktiež na
Q-Q graf logaritmických výnosov vektora X, ktorý je znázornený na obrázku
3.3. Pozorujeme výskyt t’ažkých chvostov čo znamená že Vaš́ıčkov model nie je
vhodný.
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Model κ̂ µ̂ θ̂ α̂ β̂ µ̂S σ̂
Model 1 0.7382 4.77 0.0046 1.2333 0.1629 -0.004 0.0152
Model 2 0.7382 4.77 0.0046 1.3288 — — 0.0209
Model 3 0.7382 0.1627 0.0022 — — — 0.0957
Model 4 — 3.1477 0.0028 1.0457 0.3719 0.0197 0.0047
Model 5 — 3.1477 0.0028 1.2889 — — 0.0084
Model 6 — 1.2071 0.0019 — — — 0.0578
Tabul’ka 3.3: Odhadnuté parametre modelov.
Pokračujeme odhadom parametrov θ a µ pomocou vektora X. Tento odhad
býva pre dlhšie časové rady výpočetne náročneǰśı, nakol’ko sa zvýši počet Fourie-
rových frekvencíı, v ktorých treba vypoč́ıtat’ hodnotu periodogramu. Dostávame
odhady µ̂ = 4.77 a θ̂ = 0.0046, čo je vel’mi ńızka hodnota parametra návratu ku
dlhodobému priemeru. Avšak, pri pohl’ade na obrázok 3.2.(c) skutočne nemôžeme
pozorovat’ hodnotu, ku ktorej by mala časová rada tendenciu sa vracat’. Tieto dva
odhady sú spoločné pre oba subordinované stabilné modely 1 a 2.
Na odhad zvyšných parametrov modelu 1 využijeme metódu maximálnej vie-
rohodnosti. Systém Wolfram Mathematica ju využ́ıva ako predvolenú metódu
funkcie EstimatedDistribution. Dostávame odhady α̂ = 1.2333, β̂ = 0.1629,
µ̂S = −0.004 a σ̂ = 0.0152. Zvyšné parametre α̂ = 1.329 a σ̂ = 0.0209 modelu 2
sme odhadli metódou najmenš́ıch štvorcov.
Všetky parametre subordinovaného Vaš́ıčkovho modelu, okrem κ, boli od-
hadnuté pomocou vstavanej funkcie FindProcessParameters systému Wolfram
Mathematica taktiež využit́ım metódy maximálnej vierohodnosti. Pri kalibrácii
modelov 4, 5 a 6 sa postupuje analogicky, s výnimkou kroku dekompoźıcie. Od-
hady parametrov všetkých šiestich modelov sú zaṕısané v tabul’ke 3.3.
Jednotlivé modely porovnáme pomocou Kolmogorovho-Smirnovovho testu do-
brej zhody aplikovaného na vektor rezidúı Z jednotlivých modelov. Hodnoty Kol-






∣∣∣F̂n(x) − F (x)
∣∣∣ ,
pre všetky modely sú zaṕısané v tabul’ke 3.4. Vid́ıme, že aplikácia stabilných
Lévyho procesov spolu so subordináciou v modeloch typu OU vedie k signifi-
kantne lepšiemu výsledku. Na obrázku 3.4 vid́ıme simuláciu 250 trajektóríı od-
hadnutého subordinovaného stabilného modelu typu OU 1000 dńı vopred, spolu










Tabul’ka 3.4: Hodnoty Kolmogorovovej-Smirnovovej štatistiky pre odhadnuté mo-
dely typu OU.
Obr. 3.4: Simulácia 250-ich trajektóríı odhadnutého subordinovaného stabilného
modelu typu OU 1000 dńı vopred.
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Záver
V tejto práci sme pojednávali o alternat́ıvach, ktorými je možné nahradit’
Brownov pohyb v stochastických finančných modeloch. Viedli nás k tomu rôzne
empirické štúdie, ktoré poukázali na často nereálne predpoklady spojené s jeho
použ́ıvańım.
V prvej kapitole sme predstavili frakcionálny Brownov pohyb, ktorého vlast-
nost’ dlhodobej závislosti pre hodnoty Hurstovho parametra 1/2 < H < 1
umožňuje, aby mala na vývoj ceny akt́ıva vplyv celá pozorovaná trajektória.
Na základe simulačnej štúdie sme zistili, že R/S analýza, ktorá býva v praxi naj-
časteǰsie využ́ıvaná na odhad Hurstovho parametra H, je súčasne tiež najmenej
spol’ahlivou z troch predstavených metód. Najlepšie výsledky poskytuje periodo-
gram, avšak z dôvodu jeho vychýlenia pri nekorektnom zvoleńı predpokladaného
modelu sme sa v našom ilustračnom pŕıklade nakoniec rozhodli využit’ metódu
DFA. Použit́ım modifikácie Black-Scholesovho oceňovacieho vzorca pre mfBm
sme ocenili šest’mesačné európske call opcie na ceny akcíı SanDisk Corp pre rôzne
realizačné ceny.
Aparát Lévyho procesov sme využili hlavne pri riešeńı problémov s rozde-
leńım logaritmických výnosov finančných dát a problémov zhlukovania volati-
lity. Využit́ım stabilnej distribúcie, ktorá je známa svojimi t’ažkými chvostmi,
a subordinácie, ktorá vysvetl’uje výskyt konštantných obdob́ı v pozorovaniach,
sme vytvorili model Ornstein-Uhlenbeckovho typu na modelovanie úrokových sa-
dzieb. Oṕısali sme postup kalibrácie, ktorý sme aplikovali na reálnych dátach
PRIBORu za posledných 17 rokov. Dosiahli sme takmer devät’desiatpercentný po-
kles hodnoty Kolmogorovej-Smirnovovej štatistiky, č́ım sme ukázali, že náš model
vedie k lepš́ım výsledkom než štandardný Vaš́ıčkov model. Jednou z većı, ktoré je
potrebné mat’ na mysli pri jeho aplikácii, je možnost’ výskytu záporných hodnôt.
Ako sme však spomenuli v diskusii pred jeho zavedeńım, niektoré európske banky
záporné úrokové miery už dokonca implementovali.
Elektronické pŕılohy SprievodnýDokument.nb (spustitelné) a SprievodnýDo-
kument.pdf (len pre informáciu) obsahujú doplňujúce informácie a výpočtové
postupy, ktoré rozširujú a hlbšie detailizujú obsah predloženej práce.
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Janczura, J. a Wy lomańska, A. (2009). Subdynamics of financial data from
fractional Fokker-Planck equation. Acta Physica Polonica B, 40(5), 1341–1353.
Kingman, J. F. C. (1972). Regenerative Phenomena. John Wiley & Sons,
Chichester. ISBN 0-471-47905-5.
Korn, R., Korn, E. a Kroisandt, G. (2010). Monte Carlo Methods and
Models in Finance and Insurance. CRC Press, Boca Raton. ISBN 978-1-420-
07618-9.
Lo, A. W. (1991). Long-term memory in stock market prices. Econometrica,
59(5), 1279–313.
Loretan, M. a Phillips, P. C. B. (1994). Testing the covariance stationarity
of heavy-tailed time series: An overview of the theory with applications to
several financial datasets. Journal of Empirical Finance, 1(2), 211–248.
Magdziarz, M. a Weron, A. (2007). Competition between subdiffusion and
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H Sim = 500 trajektóríı frakcionálneho Brownovho pohybu d́lžky
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bilného modelu typu OU 1000 dńı vopred. . . . . . . . . . . . . . 50
57
Zoznam tabuliek
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